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節 確率分布1

事象の独立と従属1
確率

　数学Ａで学んだように，全事象をＵ，事象Ａが起こる場合の数を n A] g 

で表し，すべての根元事象の確率が等しいとする。このとき，事象Ａが起

こる確率 P A] gは

　　　　　　　　　　　　P A
n U
n A

=]
]

]
g

g

g

と表される。

5

１個のさいころを２回続けて投げるとき，２つの目の和が５である

事象をＡ，２つの目の積が４である事象をＢとする。

ここで，１回目に３が出て２回目に５が出る場合を ,3 5] gのように

表すことにすれば，事象 A，B，A B+ は，集合を用いてそれぞれ

　　　 , , , , , , ,A 1 4 2 3 3 2 4 1= ] ] ] ]g g g g" ,

　　　 , , , , ,B 1 4 2 2 4 1= ] ] ]g g g" ,

　　　 , , ,A B 1 4 4 1+ = ] ]g g" ,

と表される。

したがって，これらの事象の確率は次のようになる。

　P A P B P A B
36
4

9
1

36
3

12
1

36
2

18
1

， ， += = = = = =] ] ]g g g

例 1

10

15

例１において，２つの目の積が６である事象をＣとするとき，次の確率

を求めよ。

⑴　P C] g ⑵　P A C+] g

問 1

20
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条件つき確率

　数学Ａで学んだように，事象Ａが起こったときの事象Ｂの起こる条件つ

き確率 P BA ] gは

　　　　　　　　　　　　P B
P A
P A B

A

+
=]

]

]
g

g

g　　　…… ①

と表される。5

ある地域の子どもにアンケート調査をしたところ，サッカーが好き

な子どもは 75 ％，野球が好きな子どもは 65 ％，どちらも好きな子

どもは 45 ％ であった。

サッカーが好きな子どもの中から１人を選び出すとき，その子ども

が野球も好きである確率を求めてみよう。

選び出した子どもが，サッカーが好きである事象をＡ，野球が好き

である事象をＢとすると，求める確率は P BA ] gである。

ここで

　　　　　　P A P A B
100
75

100
45

，　 += =] ]g g

であり，これらを ① に代入すると

　　　　　　P B
100
45

100
75

5
3

A '= =] g

例 2

10

15

例２において，野球が好きな子どもの中から１人を選び出したとき，そ

の子どもがサッカーも好きである確率を求めよ。

問 2

　　　　　　　P A B P A P BA+ :=] ] ]g g g

確率の乗法定理20

　条件つき確率の式 ① から，次の確率の 乗法定理 が得られる。
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事象の独立と従属

１から 10までの数字を１つずつ書いた 10枚のカードがある。

この中から１枚のカードを引くとき

　　　２の倍数が書かれたカードを引く事象をＡ

　　　５の倍数が書かれたカードを引く事象をＢ

　　　３の倍数が書かれたカードを引く事象をＣ

とする。

このとき，P B
10
2

5
1

= =] g  ，P B
5
1

A =] g  であるから

　　　P B P BA =] ]g g …… ①

これに対して，P C
10
3

=] g  ，

P C
5
1

A =] g  であるから

　　　P C P CA ]] ]g g …… ②

例 3

5

10

　上の例３の ① から，事象Ａの起こることと事象Ｂの起こることは，そ

れらが起こる確率に互いに影響を与えないことがわかる。

　一方，② より事象Ａの起こることと事象Ｃの起こることは，互いに影響

を与えることがわかる。

　一般に，２つの事象 A，Bがあって

P B P B P A P AA B，　= =] ] ] ]g g g g

の２つの式がともに成り立つとき，ＡとＢは 独立 であるという。

　ＡとＢが独立でないとき，ＡとＢは 従属 であるという。

15

20

２つの式 P B P BA =] ]g g，P A P AB =] ]g g のうち一方が成り立てば他

方の式も成り立つことを，確率の乗法定理を用いて証明せよ。

問 3
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　２つの事象ＡとＢが独立であれば P B P BA =] ]g g であるから

　　　　P A B P A P B P A P BA+ : := =] ] ] ] ]g g g g g

が成り立つ。また

　　　　P A B P A P B+ :=] ] ]g g g ならば P B P BA =] ]g g

が成り立つ。したがって，次のことが成り立つ。5

２つの事象ＡとＢについて
　ＡとＢが独立である　,　P A B P A P B+ :=] ] ]g g g

事象の独立

事象の独立と従属

1
例題

事象 A，B，Cのそれぞれの確率は

P A P B P C
6
3

2
1

6
2

3
1

6
3

2
1

，　 ，　= = = = = =] ] ]g g g

であり，また，積事象 A B+ ，A C+ のそれぞれの確率は

P A B P A C
6
1

6
2

3
1

，　+ += = =] ]g g

であるから

P A B P A P B P A C P A P C，　+ : + :]=] ] ] ] ] ]g g g g g g

したがって，ＡとＢは独立であり，ＡとＣは従属である。

解

15

１個のさいころを投げるとき，偶数の目が出る事象をＡ，３の倍数

の目が出る事象をＢ，４以上の目が出る事象をＣとする。このとき，

ＡとＢ，ＡとＣはそれぞれ独立であるか，従属であるかを答えよ。

10

例題１で，事象ＢとＣは独立であるか従属であるかを答えよ。問 420

次の事象ＡとＢは独立であるか従属であるかを答えよ。

⑴ 　ジョーカーを含まない 52枚のトランプから１枚のカードを引くと 

き，そのカードがハートである事象をＡ，絵札である事象をＢとする。

⑵ 　１枚の硬貨を２回投げるとき，少なくとも１回は表が出る事象をＡ，

１回だけ表が出る事象をＢとする。 p.139 問題1

問 5

25
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確率変数と確率分布2
確率変数

　１個のさいころを投げて，１の目が出るときは 300円，２または３の目

が出るときは 200円，４以上の目が出るときは 100円の賞金が与えられる

とする。このとき

300円の賞金が与えられる確率は 
6
1
 ，

200円の賞金が与えられる確率は 
6
2

3
1

=  ，

100円の賞金が与えられる確率は 
6
3

2
1

=

である。さいころを投げた結果として与えられる賞金をＸ円とすると，Ｘ 

は 100，200，300のどれかの値をとる変数であり，Ｘがどの値をとるかは

試行の結果によって定まる。

　一般に，試行の結果によってその値が定まる変数を 確率変数 という。

　上のＸは確率変数である。確率変数は，X，Y，Zなどの大文字で表す

ことが多い。また，X a=  となる確率を P X a=] g，a X bE E  となる

確率を P a X bE E] gのように表す。

　上のＸにおいて，X 100=  となるのは４以上の目が出るときであるから

　　　　　　P X 100
6
3

2
1

= = =] g

同様に，X 200E  となるのは ,X 100 200=  のときであるから

　　　　　　P X 200
6

3 2
6
5

E =
+

=] g

5

10

15

上のＸに対して，X 200F  となる確率 P X 200F] gを求めよ。問 6 20

１個のさいころを投げるとき，出る目の数をＸとする。

次の確率を求めよ。

⑴　P X 3=] g ⑵　P X2 5E E] g ⑶　P X 202F] g

問 7
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確率分布

　前ページの賞金額を表す確率変数

Ｘに対して，Ｘのとり得る値とそれ

に対応する確率を表で示すと，右の

ようになる。

　この表のように，確率変数のとり得る値と，その値をとる確率との対応

を示したものを，その確率変数の 確率分布 または単に 分布 といい，確率

変数Ｘはこの分布に 従う という。

　一般に，確率変数Ｘのとり得る値が x1，x2，$$$，xnであるとき，

P X x pi i= =] g  とすると，次のことが成り立つ。

　　　1　p p p0 0 0n1 2， ， ，$$$F F F

　　　2　p p p 1n1 2 $$$+ + + =

　また，このときのＸの確率分

布は右の表で示される。

5

10

X x1 x2 $$$ xn 計
P p1 p2 $$$ pn 1

確率分布

2
例題15

Ｘは 0，1，2の値をとる確率変数であり，それぞれの値をとる確率は

　　P X P X0
7
1

1
7
4

C
C

C
C C

7 2

3 2

7 2

4 1 3 1
， ，

#
= = = = = =] ]g g

　　P X 2
7
2

C
C

7 2

4 2
= = =] g

である。

したがって，Ｘの確率分布は，

右の表のようになる。

解

20

X 0 1 2 計

P
7
1

7
4

7
2

1

白球４個と黒球３個が入っている袋から同時に２個の球を取り出す

とき，その中に含まれている白球の個数Ｘの確率分布を求めよ。

例題２で，取り出される球の中に含まれる黒球の個数Ｙの確率分布を求

めよ。

問 8

25

X 100 200 300 計

P
2
1

3
1

6
1

1
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確率変数の平均と分散3
確率変数の平均

　100本からなるくじがあり，その当たりくじの賞金と本数は，１等が

600円で９本，２等が 200円で 27本，３等が 100円で 64本である。

　この中から１本のくじを引く試行を１回行ったときに得られる賞金の平 

均は，賞金総額をくじの総数で割ったものであるから，次の式で求められる。

　　　
100

600 9 200 27 100 64
172

: : :+ +
= （円）

これは次のように考えることもできる。

　　　600
100
9

200
100
27

100
100
64

172: : :+ + = （円）　　　…… ①

　この値を確率変数とその確率分布を用いて考えてみよう。上の賞金額を

確率変数Ｘで表すと，Ｘのそれぞれの値に対する確率は

　P X P X P X600
100
9

200
100
27

100
100
64

，　 ，　= = = = = =] ] ]g g g

であるから，① の左辺は次のように書くことができる。

　　 P X P X P X600 600 200 200 100 100: : := + = + =] ] ]g g g

　一般に，確率変数Ｘのとる値が x1，x2，$$$，xnで，Ｘがそれぞれの値

をとる確率が p1，p2，$$$，pnのとき

　 x p x p x p x pi i
i

n

n n
1

1 1 2 2 $$$= + + +
=

! (*1)

を確率変数Ｘの 平均 または 期待値 といい，E X] g で表す。(*2)

5

10

15

X x1 x2 $$$ xn 計
P p1 p2 $$$ pn 1

E X x p x p x p x p2i i
i

n

n n
1

1 1 2 $$$= = + + +
=

] g ! 20

確率変数の平均

(*1)和の記号 に関しては，20～ 23ページを参照。
E X] gのＥは期待値を意味する Expectationの頭文字である。(*2)
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１個のさいころを投げるときに

出る目の数をＸとするとき，Ｘ

の平均を求めてみよう。

確率分布は右の表のようになるから，Ｘの平均は次のようになる。

E X 1
6
1

2
6
1

6
6
1

6
21

2
7

$$$: : := + + + = =] g

例 4

5

３枚の 100円硬貨を同時に投げるとき，表の出る枚数をＸとする。Ｘの

平均を求めよ。

問 9

確率変数の平均［１］

3
例題

Ｘのとる値は，0，1，2であり，それぞれの値をとる確率は

　　　　　　　P X 0
15
7

C
C

10 3

8 3
= = =] g

　　　　　　　P X 1
15
7

C
C C

10 3

2 1 8 2#
= = =] g

　　　　　　　P X 2
15
1

C
C C

10 3

2 8 12#
= = =] g

したがって，Ｘの確率分布は次の表のようになる。

X 0 1 2 計

P
15
7

15
7

15
1

1

よって，Ｘの平均は次のようになる。

E X 0
15
7

1
15
7

2
15
1

15
9

5
3

: : := + + = =] g

解

15

２本の当たりくじを含む 10本のくじがある。この中から同時に３ 

本のくじを引くとき，その中に含まれる当たりくじの本数Ｘの平均

を求めよ。

10

赤球２個，白球６個が入っている袋がある。この中から同時に４個の球

を取り出すとき，その中に含まれる赤球の個数Ｘの平均を求めよ。

問10

20

X 1 2 3 4 5 6 計

P
6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1
1
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確率変数の平均［２］

4
例題

２枚のカードを取り出すと

き，書かれている数字の組

合せは 10C5 2 =  （通り）あ

り，数字の組合せと数字の

差は右の表で表される。

この表から，Ｘのとる値は

1，2，3，4であり，Ｘの

確率分布は右の表のように

なる。

したがって，Ｘの平均は次のようになる。

　　　E X 1
10
4

2
10
3

3
10
2

4
10
1

10
20

2: : : := + + + = =] g

解

10

15

０から４までの数字を１つずつ書いた５枚のカードがある。この中

から同時に２枚のカードを取り出すとき，取り出したカードに書か

れている数字の大きい方から小さい方を引いた値をＸとする。

このとき，Ｘの平均を求めよ。 5

２個のさいころを同時に投げるとき，出る目の数の大きい方の値Ｘの平

均を求めよ。ただし，同じ目のときはその目の数をＸの値とする。

問11

確率変数 aX b+ とX2の平均

　確率変数Ｘのとり得る値が x1，x2，$$$，xnのとき，Ｘの１次式 aX b+

は，ax b1+ ，ax b2+ ，$$$，ax bn+ という値をとる確率変数である。

　Ｘが xiという値をとる確率 P X xi=] gを piとすると

　　P aX b ax b P X x pi i i+ = + = = =] ]g g 　 i n1 2， ， ，$$$=] g

が成り立つ。

　したがって，確率変数 aX b+ の平均について，次のことが成り立つ。

20

25

組

合

せ

,0 1] g

,1 2] g

,2 3] g

,3 4] g

,0 2] g

,1 3] g

,2 4] g

,0 3] g

,1 4] g

,0 4] g

差 1 2 3 4

X 1 2 3 4 計

P
10
4

10
3

10
2

10
1

1
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　　E aX b ax b p ax p bpi i
i

n

i i i
i

n

1 1

+ = + = +
= =

] ] ]g g g! !

　　 a x p b p aE X b aE X b1i i
i

n

i
i

n

1 1

:= + = + = +
= =

] ]g g! !

a，bを定数とするとき　　　E aX b aE X b+ = +] ]g g

aX b+ の平均

１個のさいころを投げるときに出る目の数をＸで表すと，123ペー

ジの例４より E X
2
7

=] g  であるから，確率変数 X4 1+ の平均は

E X E X4 1 4 1 4
2
7

1 15:+ = + = + =] ]g g

例 55

例５のＸに対して，次の確率変数の平均を求めよ。

⑴　X 4+  ⑵　 X-  ⑶　 X5 1-

問12

　確率変数Ｘに対して，Ｘの平均をｍとするとき，確率変数 X m- をＸ

の平均からの 偏差 という。偏差 X m- の平均 E X m-] gは

E X m E X m m m 0- = - = - =] ]g g

すなわち，次の式が成り立つ。

E X m 0- =] g

　確率変数Ｘのとり得る値が x1，x2，$$$，xnのとき，X2は x12，x22，

$$$，xn2という値をとる確率変数である。Ｘが xiという値をとる確率

P X xi=] gを piとすると，確率変数 X2の平均は次のようになる。

E X x pi i
i

n
2 2

1

=
=

] g !

10

15

１個のさいころを投げるときに出る目の数をＸとすると

　　E X i
6
1

6
1

1 2 6
6
91

i

2 2

1

6
2 2 2

$$$:= = + + + =
=

] d ]g n g!

例 6

20

例６のＸに対して，次の確率変数の平均を求めよ。

⑴　 X3 2 ⑵　 X2 12-

問13
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確率変数の分散・標準偏差

　確率変数の平均からの散らばり具合いを表す数値を考えてみよう。

　ＸおよびＹは，それぞれ次の確率分布に従う確率変数とする。

X 2- 1- 0 1 2 計
P .0 1 .0 2 .0 4 .0 2 .0 1 1

Y 4- 3- 2- 1- 0 1 2 3 4 計
P .0 05 .0 1 .0 1 .0 15 .0 2 .0 15 .0 1 .0 1 .0 05 1

　このとき，ＸとＹの平均はとも 

に０である。よって，平均の値だ

けでは，このような２つの確率分

布の違いを示すことはできない。

　X，Yのとり得る値を横軸，そ

の値をとる確率を縦軸として右の 

ような棒グラフをかけば，Ｘのグ

ラフに比べてＹのグラフの方が散

らばっていることがわかる。

　確率変数Ｘのとる値を x1，x2，$$$，xnとし，確率 P X xi=] gを pi，Ｘ

の平均をｍとするとき

　　　　　 x m p x m p x m pn n1
2
1 2

2
2

2
$$$- + - + + -] ] ]g g g

を確率変数Ｘの 分散 といい，V X] gで表す。(*)

　すなわち

 V X x m pi i
i

n
2

1

= -
=

] ]g g!

　分散はＸの平均ｍからの偏差の２乗 X m 2-] g の平均であるから，次の

ように表される。

5

10

15

20

(*)V X] gのＶは分散を意味する Varianceの頭文字である。
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(*)標準偏差は standard deviationといい， Xv] gの vは，この頭文字ｓに相当するギリシャ文字で
ある。

V X E X m 2= -] ]]g g g

確率変数の分散

前ページの確率変数ＸとＹの分散を求め，比較してみよう。

E X E Y 0= =] ]g g  であるから

　　 . . . .V X 2 0 1 1 0 2 0 0 4 1 0 22 2 2 2
: : : := - + - + +] ] ]g g g

　　 . .2 0 1 1 22
:+ =

　　 . . .V Y 4 0 05 3 0 1 2 0 12 2 2
: : := - + - + -] ] ] ]g g g g

　　 . . . .1 0 15 0 0 2 1 0 15 2 0 12 2 2 2
: : : :+ - + + +] g

　　 . . .3 0 1 4 0 05 4 52 2
: :+ + =

よって，V Y V X2] ]g g が成り立つことがわかる。

これは，Ｙの確率分布の方がＸの確率分布より平均からの散らばり

具合いが大きいことを示している。

例 7

5

10

　Ｘの分散の式を変形すると

　　　V X x m p x mx m p2i i
i

n

i i i
i

n
2

1

2 2

1

= - = - +
= =

] ] ]g g g! !

　　　 x p m x p m p2i i
i

n

i i
i

n

i
i

n
2

1 1

2

1

= - +
= = =

! ! !

ここで　　　 x p E X x p E X m p 1i i
i

n

i i
i

n

i
i

n
2

1

2

1 1

， ，= = = =
= = =

] ]g g! ! !

であるから　　　V X E X m m m E X m2 12 2 2 2
: := - + = -] ] ]g g g

したがって，次の式により分散が計算できる。

15

　　　V X E X m E X E X2 2 2 2= - = -] ] ] ]g g g g" ,20

分散の計算

　確率変数Ｘの分散V X] gの正の平方根をＸの 標準偏差 といい， Xv] g

で表す。(*) すなわち　　　　　　 X V Xv =] ]g g
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１個のさいころを投げるときに出る目の数をＸとして，Ｘの分散と

標準偏差を求めてみよう。

123ページの例４と 125ページの例６より，Ｘの分散は

　V X E X m
6
91

2
7

6
91

4
49

12
352 2

2

= - = - = - =] ] dg g n

Ｘの標準偏差は　　　 X
12
35

6
105

v = =] g

例 8

5

硬貨を３回投げるとき，表が出る回数Ｘの標準偏差を求めよ。問14

平均と分散・標準偏差

5
例題

右の表からわかるように，封筒にカー

ドを入れる方法は６通りあり，Ｘのと

る値は 0，1，3である。これより，Ｘ

の確率分布は下の表のようになる。

X 0 1 3 計

P
6
2

6
3

6
1

1

よって，Ｘの平均，分散，標準偏差は

　　E X 0
6
2

1
6
3

3
6
1

6
6

1: : := + + = =] g

　　V X 0
6
2

1
6
3

3
6
1

1
6
12

1 12 2 2 2
: : := + + - = - =] g

　　 X 1 1v = =] g

解

15

1，2，3の番号を１つずつ記入した３枚の封筒と３枚のカードがあ 

る。このカードを１枚ずつ封筒に入れるとき，カードの番号とそれ 

を入れた封筒の番号が一致するカードの枚数Ｘの平均，分散，標準

偏差を求めよ。

10

例題５において，封筒とカードをそれぞれ１枚ずつ増やして 1，2，3，4

の番号を１つずつ記入するとき，Ｘの平均，分散，標準偏差を求めよ。
 p.139 問題2，3

問15 20
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確率変数 aX b+ の分散と標準偏差

　確率変数Ｘの平均をｍとするとき，Ｘの１次式 aX b+ で表される確率

変数の平均は　　　E aX b aE X b am b+ = + = +] ]g g

であった。ここで，Ｘの１次式 aX b+ で表される確率変数の分散と標準

偏差を考えてみよう。

　　　V aX b E aX b am b E aX am2 2+ = + - + = -] ]] ] ]]g gg g g g

　　　 E a X m a E X m a V X2 2 2 2 2= - = - =] ] ]] ]g g g g g

　　　 aX b V aX b a V X2v + = + =] ] ]g g g

　　　 a V X a Xv= =] ]g g

　一般に，確率変数 aX b+ の平均と分散，標準偏差は次のようになる。

5

10

E aX b aE X b+ = +] ]g g ，　　V aX b a V X2+ =] ]g g，
aX b a Xv v+ =] ]g g

aX b+ の平均と分散・標準偏差

１個のさいころを投げるときに出る目の数をＸとするとき，前ペー 

ジの例８より V X
12
35

=] g  ， X
6
105

v =] g  であるから，確率変数

X4 5+ の分散と標準偏差は，次のようになる。

V X V X4 5 4 16
12
35

3
1402

:+ = = =] ]g g

 X X4 5 4 4
6
105

3
2 105

:v v+ = = =] ]g g

例 9

15

例９のＸについて，次の確率変数の分散と標準偏差を求めよ。

⑴　 X3 1+  ⑵　 X-  ⑶　 X6 5- +

問1620

X4 5v +] gは V X4 5
3

140
+ =] g  としても求めることができる。注 意
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確率変数の和と積4
確率変数の和の平均

　１枚の硬貨と１個のさいころを投げる試行で，硬貨の表が出るとき１，

裏が出るとき０を対応させる確率変数をＸ，さいころの出る目の数をＹと

する。Ｘが値 i i 0=] ，1gをとりＹが値 j j 1=] ，2，3，4，5，6gをとる確 

率を ,P X i Y j= =] gと表すと，すべての i，jの組に対して

　　 ,P X i Y j
12
1

= = =] g

である。このとき，Z X Y= +  も確率

変数で，そのとる値は１から７までの整

数である。このＺの確率分布と平均を求 

めてみよう。

　たとえば，Z 3=  となるのは，X 0= ，Y 3=  であるか，X 1= ，Y 2=  

であるかのいずれかの場合である。これらは互いに排反であるから

　　 , ,P Z P X Y P X Y3 0 3 1 2
12
2

= = = = + = = =] ] ]g g g

である。同様にして計算すると，次の確率分布が得られる。

Z 1 2 3 4 5 6 7 計

P
12
1

12
2

12
2

12
2

12
2

12
2

12
1

1

したがって，Ｚの平均は，次のようになる。

E Z 1
12
1

2
12
2

7
12
1

12
48

4$$$: : := + + + = =] g

　一方，Ｘの平均は　　E X 0
2
1

1
2
1

2
1

: := + =] g

　　　　Ｙの平均は　　E Y 1
6
1

2
6
1

6
6
1

2
7

$$$: : := + + + =] g

であるから，E Z E X E Y= +] ] ]g g g が成り立つ。

5

Y
X

1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

Z X Y= +  の値の表
10

15

20



確
率
分
布
と
統
計
的
な
推
測

 1節　確率分布 131

　一般に，２つの確率変数X，Yの和について，次の等式が成り立つ。

E X Y E X E Y+ = +] ] ]g g g　

確率変数の和の平均

２個のさいころを同時に投げるとき，出る目の数をそれぞれX，Y

とする。このとき，出る目の数の和 X Y+ の平均は

E X Y E X E Y
2
7

2
7

7+ = + = + =] ] ]g g g

である。同様に，３個のさいころを同時に投げるとき，出る目の数

をX，Y，Zとすると，出る目の数の和 X Y Z+ + の平均は

　E X Y Z E X E Y E Z
2
7

2
7

2
7

2
21

+ + = + + = + + =] ] ] ]g g g g

である。

例 105

10

　上の式は，３つ以上の確率変数の和に対しても成り立つ。

1，2，3の数字を１つずつ書いた札がそれぞれ１枚，２枚，３枚ある。

この６枚の札から１枚引き，書かれている数字を記録してもとに戻す。

これを３回くり返すとき，引く札に書かれた数の和の平均を求めよ。

問17

独立な確率変数15

　前ページの硬貨を投げる試行とさいころを投げる試行は独立であるから，

確率変数X，Yのとる値のすべての i，jの組に対して

,P X i Y j P X i P Y j:= = = = =] ] ]g g g

が成り立つ。

　一般に，２つの確率変数X，Yについて，Ｘのとる任意の値 xiとＹの

とる任意の値 y jについて

,P X x Y y P X x P Y yi j i j:= = = = =] ] ]g g g

が成り立つとき，確率変数X，Yは 独立 であるという。

20
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２つの確率変数X，Yのとる値とX，

Yの値の組に対する確率が右の表で

与えられている。

たとえば，X 2= ，Y 2=  となる確率は

　　　 , .P X Y2 2 0 42= = =] g

一方　　 . . .P X P Y2 2 0 7 0 6 0 42: := = = =] ]g g

であるから　　　 ,P X Y P X P Y2 2 2 2:= = = = =] ] ]g g g

が成り立つ。X，Yの他の値のすべての組の確率に対しても同様な

式が成り立つから，確率変数X，Yは独立であることがわかる。

例 11

5

独立な確率変数の積の平均と和の分散

　130ページの確率変数X，Yは独立で

ある。ここで，X，Yの積Ｕの平均を求め

てみよう。

　Ｕの確率分布は，右の表にもとづいて求

めると，下の表のようになる。

U 0 1 2 3 4 5 6 計

P
12
6

12
1

12
1

12
1

12
1

12
1

12
1

1

　したがって，Ｕの平均は

　E U 0
12
6

1
12
1

2
12
1

3
12
1

4
12
1

5
12
1

6
12
1

: : : : : : := + + + + + +] g

　
12
21

4
7

= =

E X E Y
2
1

2
7

，= =] ]g g  であるから　　　E U E X E Y:=] ] ]g g g

15

20

　一般に，２つの独立な試行 T1，T2があるとき，T1に関する確率変数

Ｘと T2に関する確率変数Ｙは独立である。

10

Y

X
1 2 計

2 .0 28 .0 42 .0 7

4 .0 12 .0 18 .0 3

計 .0 4 .0 6 1

Y

X
1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 3 4 5 6

U XY=  の値の表
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　一般に，次のことが成り立つ。

確率変数X，Yが独立であるとき　E XY E X E Y:=] ] ]g g g

独立な確率変数の積の平均

２個のさいころを同時に投げるとき，出る目の数の積の平均を求め

てみよう。

それぞれのさいころの出る目の数をX，Yとする。X，Yの平均

は E X E Y
2
7

= =] ]g g  であり，それぞれのさいころを投げる試行 

は独立であるから，出る目の数の積の平均は次のようになる。

E XY E X E Y
2
7

2
7

4
49

: := = =] ] ]g g g

例 12

5

２つの袋 A，Bがあり，袋Ａには 1，3，5，7，9の数字を１つずつ書い

た札が５枚入っており，袋Ｂには 2，4，6，8の数字を１つずつ書いた

札が４枚入っている。２つの袋から１枚ずつ札を取り出すとき，２枚の

札に書かれた数の積の平均を求めよ。 p.139 問題4

問1810

　確率変数X，Yが独立であるとき，和 X Y+ の分散を求めてみよう。

127ページの分散の計算の式により

　　V X Y E X Y E X Y2 2+ = + - +] ]] ]g g g g" ,

　　 E X XY Y E X E Y22 2 2= + + - +] ] ]g g g" ,

　　 E X E XY E Y22 2= + +] ] ]g g g" ,

 E X E X E Y E Y22 2
:- + +] ] ] ]g g g g" ", ,] g

ここで，X，Yは独立であるから

E XY E X E Y:=] ] ]g g g

となる。したがって

　　　　　V X Y E X E X E Y E Y2 2 2 2+ = - + -] ] ] ] ]g g g g g" ", ,] ]g g
　　　　　 V X V Y= +] ]g g

15

20
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　一般に，次のことが成り立つ。

確率変数X，Yが独立であるとき V X Y V X V Y+ = +] ] ]g g g

独立な確率変数の和の分散

２個のさいころを同時に投げるとき，それぞれのさいころの出る目

の数をX，Yとする。ＸとＹは独立であり，128ページの例８より 

V X V Y
12
35

= =] ]g g  であるから，X Y+ の分散，標準偏差は次の 

ようになる。

　　V X Y V X V Y
12
35

12
35

12
70

6
35

+ = + = + = =] ] ]g g g

　　 X Y V X Y
6
35

6
210

v + = + = =] ]g g

例 13

5

１枚の硬貨と１個のさいころを投げる試行で，硬貨の表が出るとき１，

裏が出るとき０を対応させる確率変数をＸ，さいころの出る目の数をＹ

とする。このとき，確率変数 X Y+ の分散と標準偏差を求めよ。

問19 10

１個のさいころを３回投げるとき，出る目の数の積の平均を求めよ。ま 

た，出る目の数の和の分散を求めよ。

問20

　３つの確率変数X，Y，Zについて，Ｘのとる任意の値 xiとＹのとる

任意の値 y jとＺのとる任意の値 zkに対して

　 , ,P X x Y y Z z P X x P Y y P Z zi j k i j k: := = = = = = =] ] ] ]g g g g

が成り立つとき，確率変数X，Y，Zは独立であるという。

　独立な確率変数X，Y，Zに対して，次のことが成り立つ。

　　　　　E XYZ E X E Y E Z: :=] ] ] ]g g g g

　　　　　V X Y Z V X V Y V Z+ + = + +] ] ] ]g g g g

　３つの独立な試行 T1，T2，T3があるとき，T1，T2，T3に関する確率

変数をX，Y，Zとすると，確率変数X，Y，Zは独立である。

15

20
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二項分布5
　１個のさいころを５回くり返し投げる反復試行において，１の目がｒ回

出る事象は，５回のうちｒ回１の目が出て残りの r5-] g回１以外の目が

出る事象である。したがって，この事象の確率 prは

　　　　　p r
6
1

6
5

0 1 2 3 4 5Cr r

r r

5

5

　 ， ， ， ， ，= =
-

d d ]n n g

である。この反復試行で，１の目が出る回数を表す確率変数をＸとすると，

事象 X r=  の確率は prであり，次のように表すことができる。

　　　　　P X r
6
1

6
5

Cr

r r

5

5

= =
-

] d dg n n

　一般に，ある試行で事象Ａが起こる確率をｐとし，Ａが起こらない確率 

を q p1= -  とおく。この試行をｎ回くり返す反復試行において，事象Ａ

が起こる回数をＸとするとＸは確率変数であり，そのとる値は０からｎま

での整数である。また，X r=  となる確率は

P X r p q r n0 1 2Cn r
r n r　 ， ， ， ，$$$= = =-] ]g g

である。したがって，Ｘの確率分布は次の表のようになる。

X 0 1 $$$ r $$$ n 計
P qCn

n
0 pqCn

n
1

1-
$$$ p qCn r

r n r- $$$ pCn n
n 1

　確率変数Ｘの確率分布が上の表のようになるとき，この確率分布を確率

ｐに対する次数ｎの 二項分布 といい， ,B n p] g で表す。(*)

　この二項分布の確率 qCn
n

0 ， pqCn
n

1
1- ，$$$， p qCn r

r n r- ，$$$， pCn n
n

は，二項定理

q p q pq p q pC C C Cn
n

n
n

n
n r

r n r
n n

n
0 1

1
$$$ $$$+ = + + + + +- -] g

の右辺の各項に等しい。ここで，p q 1+ =  であるから，上の式に代入す

れば二項分布の各確率の和が１に等しいことが確かめられる。

5

10

15

20

(*)Ｂは二項分布を意味する Binomial distributionの頭文字である。
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１個のさいころを５回くり返し投げるとき，１の目が出る回数をＸ

とすると，確率変数Ｘは二項分布 ,B 5
6
1

d nに従う。

したがって，X r=  となる確率は

　　　 , , , , ,P X r r
6
1

6
5

0 1 2 3 4 5Cr

r r

5

5

　= = =
-

] d d ]g n n g

よって，Ｘの確率分布は下の表のようになる。

X 0 1 2 3 4 5 計

P
7776
3125

7776
3125

7776
1250

7776
250

7776
25

7776
1

1

例 14

5

次の二項分布に従う確率変数に対して，それぞれの二項分布 ,B n p] gに

おける n，pの値を求めよ。

⑴　１枚の硬貨を 10回投げるとき，表の出る回数Ｘ

⑵ 　２個のさいころを同時に投げる試行を８回くり返すとき，２個とも

６の目が出る回数Ｙ

問21

10

確率変数Ｘが二項分布 ,B 5
3
1

d nに従うとき，X 3=  となる確率を求めよ。問22

二項分布の計算

6
例題

１の目が出る回数をＸとすると，Ｘは二項分布 ,B 4
6
1

d nに従う。

求める確率は P X 2E] gであるから

　 P X P X P X P X2 0 1 2E = = + = + =] ] ] ]g g g g

　
6
5

6
1

6
5

6
1

6
5

C C
4

4 1

1 3

4 2

2 2

= + +d d d d dn n n n n

　
6
5

4
6
5

6
6
5

432
425

4

4

4

3

4

2

: := + + =

解 15

１個のさいころを４回投げるとき，１の目が出る回数が２回以下で

ある確率を求めよ。

１枚の硬貨を５回投げるとき，表が３回以上出る確率を求めよ。問23 20
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二項分布の平均と分散

　二項分布の平均と分散を求めてみよう。(*)

　１回の試行で事象Ａの起こる確率がｐである試行を４回くり返すことを

考える。

　第ｉ回目の試行で事象Ａが起これば１，起こらなければ０の値をとる確

率変数を , , ,X i 1 2 3 4i =] gとすると，Xi

の確率分布は右の表のようになる。ただし，

p q 1+ =  とする。

　このとき

　　　E X q p p0 1i : := + =] g

　　　E X q p p0 1i
2 2 2

: := + =] g

であるから

　　　V X E X E X p p p p pq1i i i
2 2 2= - = - = - =] ] ] ]g g g g" ,

ここで，４回の反復試行で事象Ａの起こる回数Ｘは

　　　X X X X X1 2 3 4= + + +

と表されるから，Ｘの平均は

　　　E X E X X X X1 2 3 4= + + +] ]g g

　　　 E X E X E X E X1 2 3 4= + + +] ] ] ]g g g g

　　　 p p p p p4= + + + =

また，確率変数 X1，X2，X3，X4は互いに独立であるから，Ｘの分散は

　　　V X V X X X X1 2 3 4= + + +] ]g g

　　　 V X V X V X V X1 2 3 4= + + +] ] ] ]g g g g

　　　 pq pq pq pq pq4= + + + =

このように，二項分布の平均と分散は，１回の試行での確率ｐと試行の回

数 n 4=  を用いて求めることができる。

5

Xi 0 1 計
P q p 1

10

15

20

25

(*)確率変数Ｘの平均，分散，標準偏差のことを，それぞれＸの確率分布の平均，分散，標準偏差
ともいう。
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　一般に，二項分布 ,B n p] gに対して，次のことが成り立つ。

確率変数Ｘが二項分布 ,B n p] gに従うとき
　　　　　　E X np=] g

　　　　　　V X npq=] g 　　ただし，q p1= - 5

二項分布の平均と分散

確率変数Ｘが二項分布 ,B 5
6
1

d nに従うとき，Ｘの平均，分散，標 

準偏差を求めてみよう。

　　　　　　E X 5
6
1

6
5

:= =] g

　　　　　　V X 5
6
1

6
5

36
25

: := =] g

　　　　　　 X V X
36
25

6
5

v = = =] ]g g

例 15

10

確率変数Ｘが次の二項分布に従うとき，Ｘの平均，分散，標準偏差を求

めよ。

⑴　 ,B 30
6
1

d n ⑵　 ,B 50
2
1

d n ⑶　 , .B 100 0 36] g

問24

二項分布の平均と標準偏差

7
例題

Ｘは二項分布 ,B 100
4
3

d nに従う。

したがって，Ｘの平均と標準偏差は次のようになる。

　　　E X 100
4
3

75:= =] g （回）

　　　 X V X 100
4
3

4
1

2
5 3

: :v = = =] ]g g （回）

解

20

赤球３個と黒球１個が入っている袋から１個の球を取り出し，色を

調べてから袋に戻す。これを 100回くり返すとき，赤球を取り出す

回数Ｘの平均と標準偏差を求めよ。

15



確
率
分
布
と
統
計
的
な
推
測

 1節　確率分布 139

ＡとＢの２人が 20回続けて試合を行う。Ａの勝つ確率は
3
2 でＡの勝つ

回数をＸとする。Ｘの平均と標準偏差を求めよ。

ただし，引き分けはないものとする。 p.139 問題5

問25

問 題

a，b，c，d，eの５人が１列に並ぶとき，a，bが隣り合う事象をＦ，ａ

が端にくる事象をＧとする。このとき，２つの事象ＦとＧは独立である

か従属であるかを答えよ。

15

１から４までの数字を１つずつ書いた４枚の札の中から同時に２枚の札

を引くとき，書かれた大きい方の数字をＸとする。Ｘの平均と標準偏差

を求めよ。

2

10

赤球２個と白球４個が入った袋から同時に２個の球を取り出すことをく

り返す。ただし，取り出した球はもとに戻さないものとする。ここで，

取り出した２個の球の中に，初めて赤球が含まれるまでくり返す回数を

Ｘとする。Ｘの平均と標準偏差を求めよ。

3

１個のさいころと１枚の硬貨を投げる。硬貨の表が出ればさいころの目

の数の３倍を得点とし，裏が出ればさいころの目の数を得点とする。

このときの得点の平均を求めよ。

415

１枚の硬貨を投げるとき，表が出れば得点は 10点とし，裏が出れば得点

は 5- 点とする。これを 20回くり返すとき，得られる得点の平均と標準

偏差を求めよ。

5

20

原点Ｏから出発して数直線上を動く点Ｐがある。１個のさいころを投げて，

４以下の目が出ればＰは 2+ だけ進み，５以上の目が出ればＰは 1- だ

け進むという。さいころを６回投げたときの点Ｐの座標をＸとするとき，

次の問に答えよ。

⑴　X 02  となる確率を求めよ。 ⑵　Ｘの平均と分散を求めよ。
 p.165 練習問題6

6

25


