数学Ａ advance 3章「図形の性質」　	　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
１
節
三角形の性質


（教科書p.100）1
三角形と比

三角形における比の性質については，中学校で次のことを学んだ。
	三角形と比

	[image: WS000000]定理　の辺，上に，それぞ
れ点，があるとき
　　　１　[image: ]
　　　２　[image: ]
　　　３　[image: ]


[image: 24SA-096-02]※３において，その逆は成り立たない。
　上の定理は，点，が辺，の延長上にあるときでも成り立つ。
　また，とくに，とがそれぞれ，の中点であるときには，次の中点連結定理が成り立つ。
	中点連結定理

	[image: WS000001]定理　の辺，の中点をそれ
ぞれ，とするとき
，　


，，の台形において，辺の中点から辺に平行な直線を引き，辺との交点をGとする。の長さを求めよ。問１

[image: ]において，であるから
　
よって，中点連結定理により
 
において，であるから
 
よって，中点連結定理により
　
したがって　
 
（教科書p.101）内分と外分

[image: 24SA-097-01]，は正の数とする。
線分上に点があり
　
が成り立つとき，はをに（1　　内分　　）するという。
[image: 24SA-097-02]また，線分の延長上に点があり
　
が成り立つとき，はをに（2　　外分　　）するという。

　　　線分に対して，次のように内分する点，外分する点を図示してみよう。例
１


(1)　をに内分する点　　　　(2)　をに外分する点

　　　　　A　　　　　　　　　　　  B          A　　　　　　　　　　　  B

(3)　をに外分する点


　 　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　  B             

線分を引き，その線分について次の点を図示せよ。 　問２

(1)	をに内分する点　　　　　　(2)	をに内分する点


　  　　　A　　　　　　  　　　　　B                 A　　　　　　　　　　 　 B

(3)	をに外分する点　　　　　　(4)	をに外分する点


　　　　　A　　　　　　　　　　　  B               　　　  　　　  A　　　　  B



[image: WS000002]（教科書p.102）
三角形の内角と外角の二等分線

	内角の二等分線と比

	定理　のの二等分線と対辺
との交点をとすると，はを
に内分する。
すなわち　　



[image: ]頂点を通りに平行な直線を引き， 証明

の延長との交点をとすると
[image: ]　　　	
　　　	
ここで，であるから
　　　
よって，は二等辺三角形であるから
　　　	…… ①
また，より　　 	…… ②
①，②より　　

[image: image017]において，の二等分線と対辺との交点をとする。，，のとき，の長さを求めよ。 問３

において，はの二等分線であるから
　
すなわち　　
よって　
これを解くと
 







の辺の中点をとし，，の二等分線と辺，との交点をそれぞれ，とする。このとき，であることを証明せよ。問４

[image: image017]において，はの二等分線であるから
 	……①
において，はの二等分線であるから
 	……②
また，であるから，①，②より
 
 
 
したがって，において，
であるから，三角形と比の定理により，である。






















	外角の二等分線と比

	[image: WS000003]定理　の頂点にお
ける外角の二等分線と対辺
の延長との交点をとす
ると，はを
に外分する。
すなわち　　



上の図において，頂点を通ってに平行な直線を引き，との交点をとする。これを利用して，上の定理を証明せよ。問５

[image: p103_問05_01_1][image: image011]
線分の延長上に点をとる。
より
（錯角）
（同位角）
ここで，であるから
　
したがって　 		……①
また，より
 		……②
①，②より　

において，辺，，の長さをそれぞれ，，とする。頂点における外角の二等分線との延長との交点をとするとき，の長さを求めよ。問６

[image: image019]において，は頂点における外角の二等分線であるから
　
　
 
　
よって　　
　内角の二等分線と比の定理と上の定理は，その逆も成り立つことが知られている。
	角の二等分線と比の定理の逆

	[image: ]定理　において，
辺をに内分，
外分する点をそれぞれ，
とすると
　　　１　は頂点における内角を等分する。
　　　２　は頂点における外角を等分する。





（教科書p.104）三角形の重心
２
三角形の重心・外心・垂心・内心

[image: WS000005]三角形の頂点と対辺の中点を結んだ線分を（1　　中線　　）という。
	三角形の重心

	定理　三角形の本の中線は点で交わ
る。その交点は，それぞれの中線を
に内分する。



[image: ]
において，本の中線との 証明

交点をとする。，はそれぞれ辺，
の中点であるから
　　　かつ　
よって　　
一方，本の中線との交点をと
すると，同様に
　　　かつ　
であるから　　
よって，とはともに中線をに内分するから一致する。
したがって，本の中線は点で交わり，はそれぞれの中線を
に内分する。
三角形の本の中線の交点を，その三角形の（2　　重心　　）という。
[image: image012]右の図において，点は の重心で，線分はを通り辺に平行である。，　のとき，，の長さをそれぞれ求めよ。問７

点はの重心であるから
　
 
点はの中点より　
において，より
 
よって
 


（教科書p.105）三角形の外心

[image: 24EA3-1-210]線分の垂直二等分線上の点は，両端，から等距離にある。逆に，両端，から等距離にある点はの垂直二等分線上にある。
　このことを用いて，次の定理を導いてみよう。
	三角形の外心

	定理　三角形の辺の垂直二等分線は点で交わる。


[image: WS000028]において，辺，の 証明

垂直二等分線の交点をとすると
　　　かつ　
であるから　　
よって，は辺の垂直二等分線
[image: a]上にある。
したがって，辺の垂直二等分線は点で交わる。
上の図で，であるから，点はつの頂点から等距離にある。よって，を中心としてつの頂点を通る円をかくことができる。この円を三角形の（3　　外接円　　）といい，中心を三角形の（4　　外心　　）という。

[image: image009]右の図において，点はの外心である。の大きさを求めよ。 問８

直線との外接円との交点をとする。
[image: p105_問08_01_1]
は外心であるから，とは二等辺三角形である。
このとき，
，とすると，
より
 
したがって
 
 
 
が直角の直角三角形の外心の位置はどこか。問９

の中点をとし，を通りに垂直な直線がと交わる点をとする。
直線はの垂直二等分線であるから
 		……①
また，であるから
 
よって，となり，はの中点となる。
したがって　 	……②
①，②より，であるから，の中点がの外心である。

（教科書p.106）
三角形の垂心

	三角形の垂心

	定理　三角形の各頂点から対辺，またはその延長に下ろした
本の垂線は点で交わる。


 証明

[image: WS000029]の頂点，，から対辺，
またはその延長にそれぞれ垂線，
，を下ろす。
また，頂点，，を通り，それ
ぞれの対辺に平行な直線の各交点を，
右の図のように，，とする。
，より，
四角形は平行四辺形であるから	
同様に，四角形は平行四辺形であるから	
よって	 	…… ①
また，，より
		…… ②
①，② より，はの辺の垂直二等分線である。
同様に，，は，それぞれ辺，の垂直二等分線である。
三角形の辺の垂直二等分線は点で交わるから，本の垂線，
，は点で交わる。
三角形の各頂点から対辺，またはその延長に下ろした本の垂線の交点を，その三角形の
（5　　垂心　　）という。
辺を斜辺とする直角三角形の垂心の位置はどこか。問10

[image: p106_問10_01_1]
頂点から対辺に下ろした垂線は直線である。
同様に，頂点から対辺に下ろした垂線は直線である。
よって，垂心は直角の頂点である。

（教科書p.107）三角形の内心

[image: 24EA3-1-250]角の二等分線上の点は，角をつくる辺から等距離にある。逆に，辺から等距離にある点は，角の二等分線上にある。
このことを用いて，次の定理を導いてみよう。

	三角形の内心

	定理　三角形のつの内角の二等分線は点で交わる。


[image: 24EA3-1-260]において，との二等 証明

分線の交点をとする。から辺，
，にそれぞれ垂線，，
を下ろすと
　　　かつ　
であるから　　
よって，はの二等分線上にある。
したがって，つの内角の二等分線は点で交わる。
[image: b]上の図で，であるから，点は点，，から等距離にある。よって，を中心として，，を通る円をかくことができる。この円は三角形の辺に接しているから，三角形の（6　　内接円　　）といい，中心を三角形の（7　　内心　　）という。
　内心は辺からの距離が等しい点である。

右の図において，点はの内心である。このとき，の大きさを求めよ。問11

[image: image009]は内心であるから，，はそれぞれ，の二等分線である。
よって
 
 
これより
 
 
 
 
 


（教科書p.108）参 考
三角形の傍心

三角形のつの内角の二等分線と，他のつの頂点における外角の二等分線は点で交わる。 証明

[image: WS000030]右の図のように，頂点，における 
外角の二等分線の交点をとするとき，
がの二等分線であることを示す。
から辺，さらに辺，の延長
にそれぞれ垂線，，を下ろす。
このとき
　　　かつ　
であるから
 
よって，はの二等分線上にある。
，についても同様に証明できる。
[image: 24SA-107-02]右の図における交点をのに対する（8　　傍心　　）という。この傍心は，頂点，における外角の二等分線上にあるから，を中心にしておよび，の延長線に接する円をかくことができる。この円を，のに対する（9　　傍接円　　）という。
右の図のように，の，に対する傍心と傍接円もそれぞれつずつある。















のつの傍心をそれぞれ，，とするとき，の垂心は，の内心と一致することを示せ。問１

[image: p108_01_01_1]
に対する傍心がであるとき，はの二等分線である。
同様に，はの二等分線，はの二等分線である。
したがって，，，はの内心で交わる。
，はともにの外角の二等分線であるから，，，は一直線上にある。
このとき，で，はの二等分線であるから
 
すなわち，とは垂直である。
同様にとは垂直，とは垂直である。
よって，の各頂点から対辺に下ろした本の垂線，，の交点はの垂心である。
したがって，の垂心は，の内心と一致する。





（教科書p.109）
[image: WS000009]三角形の頂点から対辺に引いた直線について，次の（1　　チェバの定理　　）が成り立つ。３
三角形の比の定理


	チェバの定理

	定理　の辺，，上に
それぞれ点，，があり，直線
，，が点で交わるとき
 



下の図において，を求めよ。問12

(1)[image: image013]　　　　　　　    (2)[image: image015]
チェバの定理により
	 ……①
(1) ①より
 
よって　
(2) ①より
 
よって　








[image: image017]において，となるように点，をそれぞれ辺，上にとり，線分との交点をとする。線分の延長と辺との交点をとするとき，がの中点であることを証明せよ。１
例題

の辺上の点，，について，チェバの定理を用いると 解

	……①
また，より
	……②
②を①に代入して
 
よって
 
したがって，となり，はの中点である。

の辺の中点をとする。線分上に点をとり，の延長と辺との交点を，の延長と辺との交点をとする。このとき，であることを証明せよ。問13

直線，，が点で交わるから，チェバの定理により
 
ここで，より
 
よって
 
したがって，において
 
三角形と比の定理により　

チェバの定理は，その逆も成り立つことが知られている。
	チェバの定理の逆

	定理　の辺，，上にそれぞれ点，，
があり
　
が成り立てば，直線，，は点で交わる。



一直線上の点について，次の（2　　メネラウスの定理　　）が成り立つ。

	メネラウスの定理

	[image: WS000011]定理　ある直線がの辺，
，，またはその延長と，そ
れぞれ点，，で交わるとき
　
が成り立てば，直線，，は点で交わる。



[image: ]
点を通ってに平行な直線を引き， 証明

との交点をとする。
，，と表すと
，，　
よって　　　　











下の図において，を求めよ。 問14

(1) [image: image011]　　
メネラウスの定理により
　
よって
　
したがって　
(2) [image: image013]
メネラウスの定理により
　
よって
　
したがって　

メネラウスの定理は，その逆も成り立つことが知られている。
	メネラウスの定理の逆

	定理　の辺，，，またはその延長上にそ
れぞれ点，，があり，この点のうちつまたはつ
が辺の延長上にあるとき
　
が成り立てば，直線，，は一直線上にある。







（教科書p.112）参 考
辺と角の大小関係

次の定理が成り立つ。
	辺と角の大小関係

	[image: WS000031]定理　三角形において，長い辺に対す
る角は，短い辺に対する角より大きい。
また，大きい角に対する辺は，小さい
角に対する辺より長い。



辺と角の大小関係を用いると，三角形の辺の長さについて，次の関係を示すことができる。
	三角形の辺の長さの関係

	定理　三角形において
　　　１　辺の長さの和は，他の辺の長さより大きい。
　　　２　辺の長さの差は，他の辺の長さより小さい。


 証明

[image: ]１を証明する。において，辺との長さの和が，辺
の長さより大きいことを示す。
辺の延長上に，とな
るように点をとることができる。
このとき，辺との和は
　　
となる。
は二等辺三角形であるから　　　
よって
　　
において，であるから，辺と角の大小関係に
よりとなる。
したがって，であるから
　　　　　　　　　
が成り立つ。
同様に，，も成り立つ。



上の定理の２を証明せよ。問１

定理１より，任意のにおいて，次のつの不等式が成り立つ。
 		……①
 		……②
 		……③
いま，であることを証明しよう。
②より　 	……④
③より　 	……⑤
④，⑤より　
よって　が成り立つ。
同様に，，
も成り立つ。



（教科書p.114）問 題

１　右の図において，，のとき，次の式が成り立つことを証明せよ。
[image: image007]
より　
より　
したがって　
ゆえに　


[image: image007]２　右の図において，，とする。
次の比を求めよ。
(1)  
とは，，を底辺とみると高さが共通である。
したがって
 
 

(2)	  
との共通な辺を底辺とみると，その高さの比はとの比に等しい。
ここで，であるから
 
 


(3)	  
(1)と(2)の結果から
 
したがって　






３　において，辺上に点をとって
 
となるようにすると，はを等分することを証明せよ。
[image: p114_問題03_01_1]
とは，をそれぞれ底辺とみると高さが共通である。
よって
 
また，仮定より
であるから
 
したがって，はを等分する。

[image: image017]４　右の図のように，四角形の対角線上に点，をとり，の延長と辺の交点を，の延長と辺の交点を，の延長と辺の交点を，の延長と辺の交点をとする。このとき，次の等式が成り立つことを証明せよ。
 
四角形の対角線を引き，との交点をとする。
[bookmark: _GoBack][image: p114_問題04_01_2]
とにおいて，それぞれチェバの定理により
 
 
この式の両辺をそれぞれ掛けて
 

[image: image011]５　右の図において，はの頂点における外角の二等分線である。このとき，の長さを求めよ。
メネラウスの定理により
	……①
ここで　， 	……②
は頂点における外角の二等分線であるから
 
　 	……③
とおくと　　 	……④
②，③，④を①に代入すると
 
これを解くと　
よって，の長さはである。


1
image2.jpeg




image3.jpeg




image4.png




image5.png
B EIR
EHE AABC DI AB, ACOHEzZN
Z0UM, NEgpeLE

MN 7/ BC, MN = %BC





image6.jpeg




image7.png




image8.png




image9.png
ANED=FFRELL

FE AABC O £ A OS50 L bl
BCtoxrz#PETHE, PIZBC%

AB : ACIZNDT 3,
Tibb BP : PC=AB : AC





image10.jpeg




image11.jpeg
<EfifY
<AL fY




image12.png




image13.png




image14.png
NAD-EHREt
TE AABCOHERAIKE
B A Sy E N
BCOIERE L DXREQLET

% &, QIEBC% AB: AC
[N i A
Thob BQ:QC=AB:AC





image15.png




image16.png




image17.png
B --5-—-—C




image18.jpeg




image19.png
=ZAFDED
EE MO 3 RKOPHIZ 1 HTRD
%, ZORE, 2hEFnodfiz 21

WCHDT %,





image20.jpeg
O
m
< <
&
m




image21.png




image22.png




image23.png




image24.png
!)>

AN




image25.png




image26.png




image27.png




image28.png




image29.png




image30.png




image31.png




image32.png




image33.png




image34.png




image35.png




image36.png
F T/\DEE
EE AABCDBC, CA, AB ki
ZNENEP, Q R2HY, 3HM

AP, BQ, CRW1 KT B L E

BP CQ AR
PC QA RB





image37.png




image38.png




image39.png




image40.png
ARSI ADER
FTE  HBHEMH AABC Dl BC,
CA, AB, ¥721320ERL, #

NZNHEP, Q RTXDLBLEE

BP  CQ AR

e =1

PC QA RB





image41.jpeg




image42.png




image43.png




image44.png
D EADKIEE

FE =MFICBWT, Buidicaty
2%, HOZIINTEAEHRED,

F7z, REVMAIIXT U1, hEw
g 21k DR,





image45.jpeg




image46.png




image47.png




image48.png




image49.png
a7
Al




image50.png
N/

V'

AAW




image51.png




image1.png
FE AABCOIAB, AC ki, 2n%
NHD, ENH2LE

1

DE 7 BC < AD: AB= AE : AC
DE 7 BC <= AD : DB = AE : EC
DE 7 BC = AD : AB=DE : BC





