
3章　図形の性質100

節 三角形の性質1

三角形と比1
　三角形における比の性質については，中学校で次のことを学んだ。

定理　 ABC9 の辺 AB，AC上に，それぞ
れ点 D，Eがあるとき
1　DE BC'  , AD AB AE AC| |=

2　DE BC'  , AD DB AE EC| |=

3　DE BC'  ( AD AB DE BC| |=

5

三角形と比

3 において，その逆は成り立たない。注 意 10

　上の定理は，点 D，Eが辺 AB，ACの延長上にあ

るときでも成り立つ。

　また，とくに，ＤとＥがそれぞれ AB，ACの中点で

あるときには，次の中点連結定理が成り立つ。

定理　 ABC9 の辺 AB，ACの中点をそれ 
ぞれM，Nとするとき

　　　
2
1

MN BC MN BC，　' =

中点連結定理 15

4AD = ， 10BC = ，AD BC'  の台形 ABCD

において，辺 ABの中点Ｅから辺 BCに平行な 

直線を引き，辺 CDとの交点をＦとする。EF

の長さを求めよ。 p.114 問題1，2

問 1

20

4
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内分と外分

　m，nは正の数とする。

　線分 AB上に点Ｐがあり

　　　 m nAP PB| |=

が成り立つとき，Ｐは ABを m n| に  

内分 するという。

　また，線分 ABの延長上に点Ｑがあり

　　　 m nAQ QB| |=

が成り立つとき，Ｑは ABを m n| に  

外分 するという。

　外分の場合，ｍとｎの大小関係により，Ｑの位置は上の図のようになる。

　なお，線分を 1 1| に外分する点はない。

5

10

線分 ABに対して，次のように内分する点，外分する点を図示して

みよう。

⑴　ABを 2 3| に内分する点Ｃ

⑵　ABを 3 1| に外分する点Ｄ

⑶　ABを 1 4| に外分する点Ｅ

例 1

15

線分 ABを引き，その線分について次の点を図示せよ。

⑴　ABを 3 1| に内分する点Ｃ

⑵　BAを 3 1| に内分する点Ｄ

⑶　ABを 5 1| に外分する点Ｅ

⑷　ABを 2 3| に外分する点Ｆ

問 2

20
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三角形の内角と外角の二等分線

定理　 ABC9 の A+ の二等分線と対辺  
BCとの交点をＰとすると，Ｐは BCを  
AB AC| に内分する。
すなわち　　BP PC AB AC| |=

5

内角の二等分線と比

頂点Ｃを通り APに平行な直線を引き，

BAの延長との交点をＤとすると

　　　 ACD CAP+ +=  

　　　 ADC BAP+ +=  

ここで， BAP CAP+ +=  であるから

　　　 ACD ADC+ +=

よって， ACD9 は二等辺三角形であるから

　　　 AC AD=  …… ①

また，PA CD'  より　　BP PC BA AD| |=  …… ②

①，② より　　BP PC AB AC| |=

証明

錯角

10同位角

15

ABC9 において， A+ の二等分線と対辺 BCと

の交点をＤとする。 7AB = ， 5AC = ， 6BC = � �

のとき，BDの長さを求めよ。

問 3

ABC9 の辺 BCの中点をＭとし， AMB+ ，

AMC+ の二等分線と辺 AB，ACとの交点を

それぞれ D，Eとする。このとき，  

DE BC'  であることを証明せよ。

問 4 20
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定理　 ABC9 の頂点Ａにお
ける外角の二等分線と対辺
BCの延長との交点をＱとす 
ると，Ｑは BCを AB AC| �

に外分する。
すなわち　　BQ QC AB AC| |=

5

外角の二等分線と比

AB AC=  のときは，外角の二等分線は辺 BCと平行になる。注 意

上の図において，頂点Ｃを通って 

AQに平行な直線を引き，ABとの

交点をＤとする。これを利用して，

上の定理を証明せよ。

問 5

10

ABC9 において，辺 AB，BC，

CAの長さをそれぞれ 6，5，4と 

する。頂点Ａにおける外角の二等

分線と BCの延長との交点をＱと

するとき，CQの長さを求めよ。

問 6

15

　前ページの定理と上の定理は，その逆も成り立つことが知られている。

定理　 ABC9 において，
辺 BCを AB AC| に内分，
外分する点をそれぞれ P，
Qとすると
1　APは頂点Ａにおける内角を２等分する。
2　AQは頂点Ａにおける外角を２等分する。

20

25

角の二等分線と比の定理の逆
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三角形の重心・外心・垂心・内心2
三角形の重心

　三角形の頂点と対辺の中点を結んだ線分を 中線 という。

定理　三角形の３本の中線は１点で交わ
る。その交点は，それぞれの中線を 2 1|

に内分する。

5

三角形の重心

ABC9 において，２本の中線 BEと CFの

交点をＧとする。E，Fはそれぞれ辺 AC，

ABの中点であるから

　　EF BC' 　かつ　 2BC EF=

よって　　 2 1BG GE CG GF| | |= =

一方，２本の中線 BEと ADの交点をＨと

すると，同様に

　　DE AB' 　かつ　 2AB DE=

であるから　　 2 1BH HE AH HD| | |= =

よって，ＧとＨはともに中線 BEを 2 1| に内分するから一致する。 

したがって，３本の中線は１点Ｇで交わり，Ｇはそれぞれの中線を

2 1| に内分する。

証明

10

15

　三角形の３本の中線の交点を，その三角形の 重心 という。 20

右の図において，点Ｇは ABC9 の重心で，線分

PQはＧを通り辺 BCに平行である。

3BD = ， 2GD =  のとき，AG，GQの長さをそれ 

ぞれ求めよ。

問 7
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ABC9 において，２辺 BC，CAの

垂直二等分線の交点をＯとすると

　　OB OC= 　かつ　OC OA=

であるから　　OA OB=

よって，Ｏは辺 ABの垂直二等分線

上にある。

したがって，３辺の垂直二等分線は１点Ｏで交わる。

証明

10

三角形の外心

　線分 ABの垂直二等分線上の点は，両端 A， 

Bから等距離にある。逆に，両端 A，Bから等

距離にある点は ABの垂直二等分線上にある。

　このことを用いて，次の定理を導いてみよう。5

定理　三角形の３辺の垂直二等分線は１点で交わる。

三角形の外心

　上の証明より，OA OB OC= =  であるから，

点Ｏは３つの頂点から等距離にある。よって，Ｏ

を中心として３つの頂点を通る円をかくことがで

きる。この円を三角形の 外接円 といい，その中

心Ｏを三角形の 外心 という。

15

右の図において，点Ｏは ABC9 の外心である。

このとき， BOC+ の大きさを求めよ。

問 820

A+ が直角の直角三角形 ABCの外心の位置はどこか。問 9
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ABC9 の頂点 A，B，Cから対辺，

またはその延長にそれぞれ垂線 AD，

BE，CFを下ろす。

また，頂点 A，B，Cを通り，それ

ぞれの対辺に平行な直線の各交点を，

右の図のように P，Q，Rとする。

BC RA' ，AC RB'  より，

四角形 ARBCは平行四辺形であるから BC RA=

同様に，四角形 ABCQは平行四辺形であるから　　　BC AQ=

よって　　　　　　　RA AQ=  …… ①

また，BC RQ' ，AD BC=  より

　　　　　　　　　　AD RQ=  …… ②

①，② より，ADは PQR9 の辺 QRの垂直二等分線である。

同様に，BE，CFは，それぞれ辺 RP，PQの垂直二等分線である。

三角形の３辺の垂直二等分線は１点で交わるから，３本の垂線 AD，

BE，CFは１点Ｈで交わる。

証明

10

15

20

三角形の垂心

　前ページの三角形の外心の定理を用いると，次の定理が成り立つことが

わかる。

定理　三角形の各頂点から対辺，またはその延長に下ろした
３本の垂線は１点で交わる。

5

三角形の垂心

　三角形の各頂点から対辺，またはその延長に下ろした３本の垂線の交点

を，その三角形の 垂心 という。

辺 ABを斜辺とする直角三角形 ABCの垂心の位置はどこか。問10 25
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ABC9 において， A+ と B+ の二等

分線の交点をＩとする。Ｉから辺 BC， 

CA，ABにそれぞれ垂線 ID，IE，IF

を下ろすと

　　IE IF= 　かつ　IF ID=

であるから　　ID IE=

よって，Ｉは C+ の二等分線上にある。

したがって，３つの内角の二等分線は１点Ｉで交わる。

証明

10

15

三角形の内心

　角の二等分線上の点は，角をつくる２辺から

等距離にある。逆に，２辺から等距離にある点

は，角の二等分線上にある。

　このことを用いて，次の定理を導いてみよう。5

定理　三角形の３つの内角の二等分線は１点で交わる。

三角形の内心

　上の証明より，ID IE IF= =  であるから，

点Ｉは３点 D，E，Fから等距離にある。

　よって，Ｉを中心として D，E，Fを通る

円をかくことができる。この円は三角形の 

３辺に接しているから，三角形の 内接円 と

いい，その中心Ｉを三角形の 内心 という。

　内心は３辺からの距離が等しい点である。

20

右の図において，点Ｉは ABC9 の内心である。

このとき， BIC+ の大きさを求めよ。

問11
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参 考 三角形の傍心

　三角形の１つの内角の二等分線と，他の２つの頂点における外角の二等

分線は１点で交わる。このことを証明してみよう。

右の図のように，頂点 B，Cにおける  

外角の二等分線の交点をＪとするとき，

AJが A+ の二等分線であることを示す。

Ｊから辺 BC，さらに辺 AC，ABの延長

にそれぞれ垂線 JD，JE，JFを下ろす。

このとき

　　JF JD= 　かつ　JE JD=

であるから

JF JE=

よって，Jは A+ の二等分線上にある。

B+ ， C+ についても同様に証明できる。

証明

5

10

　上の証明における交点Ｊを ABC9 の A+

に対する 傍
ぼう

心
しん

 という。この傍心Ｊは，頂点 

B，Cにおける外角の二等分線上にあるから，

Ｊを中心にして BCおよび AB，ACの延長

線に接する円をかくことができる。この円を，

ABC9 の A+ に対する 傍
ぼう

接
せつ

円
えん

 という。

　右の図のように， ABC9 の B+ ， C+ に対

する傍心と傍接円もそれぞれ１つずつある。

15

20

三角形の重心，外心，垂心，内心，傍心を合わせて 三角形の五心 という。注 意

ABC9 の３つの傍心をそれぞれ J，Jl，Jmとするとき， JJ J9 l mの垂心は，

ABC9 の内心と一致することを示せ。

問 1

25
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三角形の比の定理3
　三角形の頂点から対辺に引いた３直線について，次の チェバの定理 が

成り立つ。(*)

定理　 ABC9 の辺 BC，CA，AB上に  
それぞれ点 P，Q，Rがあり，３直線  
AP，BQ，CRが１点で交わるとき

　　　 1
PC
BP

QA
CQ

RB
AR

: : =

5

チェバの定理

３直線の交点をＳとする。B，Cから直線 APに垂線 BD，CEを下 

ろし， ABS9 と ACS9 において，ASを底辺と考えると

　　　　　
ACS
ABS

CE
BD

9
9

=

一方，BD CE'  より，
CE
BD

CP
BP

=  で

あるから，
ACS
ABS

CP
BP

9
9

=  が成り立つ。

同様に，
ABS
BCS

QA
CQ

9
9

=  ，
BCS
CAS

RB
AR

9
9

=  が成り立つから

　　
PC
BP

QA
CQ

RB
AR

CAS
ABS

ABS
BCS

BCS
CAS

1: : : :
9
9

9
9

9
9

= =

証明

10

15

下の図において，ｘを求めよ。

⑴　 ⑵

問12

(*)チェバの定理は，P，Q，Rのうちのいずれか２点がそれぞれ辺 BC，CA，ABの延長上にある
場合にも成り立つ。
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チェバの定理の利用

1
例題

ABC9 の辺上の点M，Q，Pについて，チェバの定理を用いると

　　　　　　　　 1
MC
BM

QA
CQ

PB
AP

: : =  …… ①

また，PQ BC'  より 
PB
AP

QC
AQ

=  …… ②

② を ① に代入して　　　 1
MC
BM

QA
CQ

QC
AQ

: : =

よって　　　　　 1
MC
BM

=

したがって，BM MC=  となり，Ｍは BCの中点である。

証明

10

ABC9 において，PQ BC'  となるよ

うに点 P，Qをそれぞれ辺 AB，AC

上にとり，線分 PCと QBの交点をＲ 

とする。線分 ARの延長と辺 BCとの

交点をＭとするとき，Ｍが BCの中点

であることを証明せよ。

5

ABC9 の辺 BCの中点をＭとする。線分 AM上に点Ｒをとり，CRの 

延長と辺 ABとの交点を P，BRの延長と辺 ACとの交点をＱとする。

このとき，PQ BC'  であることを証明せよ。 p.114 問題4

問13

15

定理　 ABC9 の辺 BC，CA，AB上にそれぞれ点 P，Q，R 
があり

1
PC
BP

QA
CQ

RB
AR

: : = 　　

が成り立てば，３直線 AP，BQ，CRは１点で交わる。

20

チェバの定理の逆

　チェバの定理は，その逆も成り立つことが知られている。
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点Ｃを通って PQに平行な直線を引き，

ABとの交点をＳとする。

xRB = ， yRS = ， zAR =  と表すと

　
y
x

PC
BP

=  ，
z
y

QA
CQ

=  ，
x
z

RB
AR

=

よって　　　
y
x
z
y
x
z

1
PC
BP

QA
CQ

RB
AR

: : : := =

証明

10

　一直線上の３点について，次の メネラウスの定理 が成り立つ。

定理　ある直線が ABC9 の辺BC， 
CA，AB，またはその延長と，そ 
れぞれ点 P，Q，Rで交わるとき

　　　 1
PC
BP

QA
CQ

RB
AR

: : =

5

メネラウスの定理

下の図において，ｘを求めよ。

⑴ ⑵

問14

　メネラウスの定理は，その逆も成り立つことが知られている。

定理　 ABC9 の辺 BC，CA，AB，またはその延長上にそ
れぞれ点 P，Q，Rがあり，この３点のうち１つまたは３つ 
が辺の延長上にあるとき

　　　　　　　　
PC
BP

QA
CQ

RB
AR

1: : =

が成り立てば，３点 P，Q，Rは一直線上にある。

15

メネラウスの定理の逆
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参 考 辺と角の大小関係

　 ABC9 において，辺 ABと ACが等しければ，この三角形は二等辺三

角形であり， B+ と C+ は等しい。ABと ACが等しくないとき，それぞ

れの辺に対する角の大小関係がどうなるかを考えてみよう。

　AB AC1  の場合は，辺 AC上に，  

AB AD=  となるように点Ｄをとること

ができる。このとき， ABD9 は二等辺三

角形となり， ABD ADB+ +=  である。

　よって

　　　　　 ABC ABD CBD+ + += +

　　　　　 ADB CBD+ += +

ADB+ は BCD9 の BDC+ の外角であるから

　　　　　 ADB C CBD+ + += +

ゆえに　　 ABC C CBD CBD C+ + + + 2+= + +

となる。

　すなわち，AB AC1  ならば C B+ 1+  が成り立つ。

　また，このことの逆，すなわち， C B+ 1+  ならば AB AC1  も成り

立つことが知られている。

　以上より，次の定理が成り立つ。

5

10

15

定理　三角形において，長い辺に対す
る角は，短い辺に対する角より大きい。
また，大きい角に対する辺は，小さい
角に対する辺より長い。

辺と角の大小関係 20



図
形
の
性
質

113 参考

　辺と角の大小関係を用いると，三角形の３辺の長さについて，次の関係

を示すことができる。

定理　三角形において
1　２辺の長さの和は，他の１辺の長さより大きい。
2　２辺の長さの差は，他の１辺の長さより小さい。

5

三角形の３辺の長さの関係

1 を証明する。 ABC9 において，辺 ABと ACの長さの和が，辺

BCの長さより大きいことを示す。

辺 BAの延長上に，AD AC=  とな 

るように点Ｄをとることができる。

このとき，辺 ABと ACの和は

　　AB AC AB AD BD+ = + =

となる。

ACD9 は二等辺三角形であるから　　　 ACD D+ +=

よって

　　 BCD BCA ACD BCA D D+ + + + + 2+= + = +

BCD9 において， BCD D+ 2+  であるから，辺と角の大小関係に

より BD BC2  となる。

したがって，BD AB AC= +  であるから

　　　　　　　　　AB AC BC2+

が成り立つ。

同様に，AC BC AB2+ ，AB BC AC2+  も成り立つ。

証明

10

15

20

上の定理の 2 を証明せよ。問 1
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問 題

右の図において，BC DE' ，BE DF'  のとき，

次の式が成り立つことを証明せよ。

　　　　　　AE AF AC2
:=

1

右の図において，DE BC' ， 1 2AD DB| |=  

とする。次の比を求めよ。

⑴　 ADE DBE：9 9

⑵　 DBE DBC：9 9

⑶　 ADE DBC：9 9

52†　

ABC9 において，辺 BC上に点Ｄをとって

　　　　　　 ABD ACD AB AC| |9 9 =

となるようにすると，ADは A+ を２等分することを証明せよ。

3 10

右の図のように，四角形 ABCDの対角線 AC

上に点 P，Qをとり，DPの延長と辺 ABの交 

点をＫ，DQの延長と辺 BCの交点をＬ，BQ

の延長と辺 CDの交点をＭ，BPの延長と辺 AD 

の交点をＮとする。このとき，次の等式が成り 

立つことを証明せよ。

　　　　　　 1
KB
AK

LC
BL

MD
CM

NA
DN

: : : =

4

15

右の図において，APは ABC9

の頂点Ａにおける外角の二等分線

である。このとき，ARの長さを

求めよ。

5 20


