
1 節 微分係数と導関数 

 

1 平均変化率 

ねらい 関数	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	において，ݔの変化量に対する 。の変化量の割合について学びますݕ

 

関数を表す記号 

ݕ ൌ ݔ2 ൅ 1, ݕ ൌ ݕ	の関数であることを	ݔ	が	ݕ，のように	ଶݔ ൌ ݂ሺݔሻ	のように表す。 

関数	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	において，݂ሺݔሻ	の式に	ݔ ൌ ܽ	を代入して得られる	ݕ	の値を，ࢌሺࢇሻ	で表す。 

 

●関数の値を求めてみよう。 

例 1 関数	݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅  において	ݔ2

݂ሺ3ሻ ൌ 3ଶ ൅ 2 ൈ 3 ൌ 15 

݂ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1ሻଶ ൅ 2 ൈ ሺെ1ሻ ൌ െ1 

 

問 1 関数	݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ  。において，次の値を求めなさい	ݔ3

(1) ݂ሺ1ሻ (2) ݂ሺ2ሻ 

(3) ݂ሺെ1ሻ (4) ݂ሺെ2ሻ 

 

平均変化率 

斜面を転がる球の速さは，時間とともに変化する。 

ある斜面では，球が転がり始めてからの時間	ݔ	秒と，転が

った距離	ݕm	の間に	ݕ ൌ  。の関係が成り立っている	ଶݔ

この運動で，球が転がり始めて 

1	秒後から	2	秒後までの平均の速さは 

ଶమିଵమ

ଶିଵ
ൌ 3		ሺm/sሻ 

2	秒後から	3	秒後までの平均の速さは 

3ଶ െ 2ଶ

3 െ 2
ൌ 5		ሺm/sሻ 

である。 
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問 2 126	ページの運動で，球が転がり始めて	2	秒後から	4	秒後までの平均の速さを求めな

さい。 

 

一般に，関数	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	において，ݔ	の値が	ܽ	から	ܾ	まで変化するとき 

ܾ  の変化量は	ݔ െ ܽ 

の変化量は  ݂ሺܾሻ	ݕ െ ݂ሺܽሻ 

である。 

このとき，ݔ	の変化量に対する	ݕ	の変化量の割合 

௬	の変化量

௫	の変化量
ൌ

ሻࢇሺࢌሻି࢈ሺࢌ

ࢇି࢈
 

を，ݔ	の値が	ܽ	から	ܾ	まで変化するときの， 

関数	݂ሺݔሻ	の平均変化率という。 

この値は，曲線	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	上の	2	点	൫ܽ, ݂ሺܽሻ൯,			

൫ܾ, ݂ሺܾሻ൯	を通る直線の傾きに等しい。 

 

●平均変化率を求めてみよう。 

例 2 関数	݂ሺݔሻ ൌ  まで	3	から	1	の値が	ݔ，において	ଶݔ

変化するときの平均変化率は 

݂ሺ3ሻ െ ݂ሺ1ሻ

3 െ 1
ൌ
3ଶ െ 1ଶ

3 െ 1
 

ൌ
8
2
 

ൌ 4 

 

 

問 3 関数	݂ሺݔሻ ൌ  の値が次のように	ݔ	，において	ଶݔ2

変化するときの平均変化率を求めなさい。 

(1) 1	から	3	まで 

(2) 3	から	4	まで 

(3) െ2	から	6	まで 
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2 微分係数 

ねらい ݔ	の変化量を限りなく	0	に近づけたときの平均変化率について考えます。 

 

 関数	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	において，ݔ	の値が	ܽ	から	ܽ ൅ ݄	まで変化

するとき 

の変化量は  ሺܽ	ݔ ൅ ݄ሻ െ ܽ ൌ ݄ 

の変化量は  ݂ሺܽ	ݕ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ 

であるから，平均変化率は次のようになる。 

ሻࢇሺࢌሻିࢎାࢇሺࢌ

ࢎ
  

 

●平均変化率を求めてみよう。 

例 3 関数	݂ሺݔሻ ൌ 1	から	1	の値が	ݔ，において	ଶݔ ൅ ݄	まで変

化するときの平均変化率は 

݂ሺ1 ൅ ݄ሻ െ ݂ሺ1ሻ

݄
ൌ
ሺ1 ൅ ݄ሻଶ 		െ 1ଶ

݄
	 

ൌ
ଵାଶ௛ା௛మିଵ

௛
ൌ

௛ሺଶା௛ሻ

௛
ൌ 2 ൅ ݄	  

 

極限値 

 例	3	で，݄	の値を	0.1, 0.01, 0.001, ⋯	のように限りなく	0	に近づ

けるとき，2 ൅ ݄	の値は次のようになる。 

݄ ൌ 0.1	 のとき  2 ൅ ݄ ൌ 2.1 

݄ ൌ 0.01	 のとき  2 ൅ ݄ ൌ 2.01 

݄ ൌ 0.001 のとき  2 ൅ ݄ ൌ 2.001 

     ⋮ 

このことから，݄	が限りなく	0	に近づくとき，2 ൅ ݄	の 

値は限りなく	2	に近づくことがわかる。この値	2	を 

݄	が限りなく	0	に近づくときの	2 ൅ ݄	の極限値 

という。 

このことを記号	lim	を用いて次のように書く。 

ܕܑܔ
૙→ࢎ

ሺ૛ ൅ ሻࢎ ൌ ૛ 
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●極限値を求めてみよう。 

例 4 (1) lim
௛→଴

ሺ5 ൅ ݄ሻ ൌ 5 (2) lim
௛→଴

ሺ6 ൅ 5݄ ൅ ݄ଶሻ ൌ 6  

 

問 4 次の極限値を求めなさい。 

(1) lim
௛→଴

ሺ4 ൅ ݄ሻ (2) lim
௛→଴

ሺ3 ൅ 8݄ ൅ ݄ଶሻ 

 

微分係数 

関数	݂ሺݔሻ	において，ݔ	の値が	ܽ	から	ܽ ൅ ݄	まで変化するときの平均変化率は 

݂ሺܽ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ
݄

 

である。この式で，݄	を限りなく	0	に近づけたときの極限値 

lim
௛→଴

݂ሺܽ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ
݄

 

を関数	݂ሺݔሻ	の	ݔ ൌ ܽ	における微分係数といい，ࢌ′ሺࢇሻ	で表す。 

微分係数 

ሻࢇሺ′ࢌ ൌ ܕܑܔ
૙→ࢎ

ࢇሺࢌ ൅ ሻࢎ െ ሻࢇሺࢌ
ࢎ

 

 

●微分係数を求めてみよう。 

例 5 関数	݂ሺݔሻ ൌ  。を求めてみよう	݂′ሺ2ሻ	において，微分係数	ଶݔ

݂ሺ2 ൅ ݄ሻ െ ݂ሺ2ሻ ൌ ሺ2 ൅ ݄ሻଶ െ 2ଶ 

ൌ 4 ൅ 4݄ ൅ ݄ଶ െ 4 

ൌ 4݄ ൅ ݄ଶ ൌ ݄ሺ4 ൅ ݄ሻ 

よって，微分係数	݂′ሺ2ሻ	は 

݂′ሺ2ሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺ2 ൅ ݄ሻ െ ݂ሺ2ሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

݄ሺ4 ൅ ݄ሻ
݄

ൌ lim
௛→଴

ሺ4 ൅ ݄ሻ ൌ 4 

 

問 5 関数	݂ሺݔሻ ൌ  。において，次の微分係数を求めなさい	ଶݔ2

(1) ݂′ሺ2ሻ     (2) ݂′ሺെ3ሻ 
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3 導関数 

ねらい 微分係数を簡単に求める方法を学びます。 

 

関数	݂ሺݔሻ ൌ ݔ	の	ଶݔ ൌ ܽ	における微分係数	݂′ሺܽሻ	は 

݂ሺܽ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ ൌ ሺܽ ൅ ݄ሻଶ െ ܽଶ ൌ ݄ሺ2ܽ ൅ ݄ሻ 

であるから  ݂′ሺܽሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺܽ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

݄ሺ2ܽ ൅ ݄ሻ
݄

ൌ lim
௛→଴

ሺ2ܽ ൅ ݄ሻ ൌ 2ܽ 

この式を用いれば，いろいろな	ܽ	の値について		݂′ሺܽሻ	の値を求めることができる。 

 

●微分係数を求めてみよう。 

例 6 関数	݂ሺݔሻ ൌ ݔ	の	ଶݔ ൌ 3	における微分係数	݂′ሺ3ሻ	は，上の	݂′ሺܽሻ ൌ 2ܽ	の式に	ܽ ൌ 3	を

代入すると 

݂′ሺ3ሻ ൌ 2 ൈ 3 ൌ 6 

 

 ݂ሺݔሻ ൌ ݂′ሺܽሻ	について，上の	ଶݔ ൌ 2ܽ	の式を用いて	ܽ	の値における微分係数を求めると，

次の表のようになる。 

ܽ െ3 െ2 െ1 0 1 2 3 4 

݂′ሺܽሻ െ6 െ4 െ2 0 2 4 6 8 

すなわち，ܽ	の値に対して	݂′ሺܽሻ	の値が定まり，݂′ሺܽሻ	は	ܽ	の関数になる。このとき，文字

ܽ	を	ݔ	でおきかえて得られる関数	݂′ሺݔሻ ൌ ሻݔ݂ሺ	を，関数	ݔ2 ൌ  。の導関数という	ଶݔ

一般に，関数	݂ሺݔሻ	の導関数	݂′ሺݔሻ	は，次の式で求められる。 

導関数 

ሺ࢞ሻ′ࢌ ൌ ܕܑܔ
૙→ࢎ

ሺ࢞ࢌ ൅ ሻࢎ െ ሺ࢞ሻࢌ
ࢎ

 

 

関数	݂ሺݔሻ	からその導関数	݂′ሺݔሻ	を求めることを，݂ሺݔሻ	を微分するという。 
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 。の導関数を求めてみよう	࢔࢞	●

例 7 関数	݂ሺݔሻ ൌ  。を微分してみよう	ݔ

݂′ሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݔ
݄

ൌ lim
௛→଴

݄
݄
ൌ lim

௛→଴
1 ൌ 1 

 

例 8 関数	݂ሺݔሻ ൌ  。を微分してみよう	ଷݔ

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔ ൅ ݄ሻଷ െ  ଷݔ

ൌ ݄ሺ3ݔଶ ൅ ݄ݔ3 ൅ ݄ଶሻ 

よって  ݂′ሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

݄ሺ3ݔଶ ൅ ݄ݔ3 ൅ ݄ଶሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

ሺ3ݔଶ ൅ ݄ݔ3 ൅ ݄ଶሻ ൌ  ଶݔ3

 

関数	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	の導関数を表すには，	݂′ሺݔሻ	のほかに 

࢟′,  ሼࢌሺ࢞ሻሽ′  

などの記号も用いられる。 

すでに学んだように，	ሺݔሻ′ ൌ 1, ሺݔଶሻ′ ൌ ,ݔ2 ሺݔଷሻ′ ൌ  で	ଶݔ3

ある。一般に，次の公式が成り立つ。 

 

 

 

関数	݂ሺݔሻ ൌ 2	を微分してみよう。 

݂′ሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ
݄

ൌ lim
௛→଴

2 െ 2
݄

ൌ lim
௛→଴

0
݄
 

ൌ lim
௛→଴

0 ൌ 0 

同様にして，ܿ	を定数とするとき，関数	݂ሺݔሻ ൌ ܿ	の導関数は次のようになる。 

関数	ࢌሺ࢞ሻ ൌ  の導関数	ࢉ

ᇱሺ࢞ሻࢌ ൌ ሺࢉሻ′ ൌ ૙ 

 

 

 

 

 

 	の導関数	࢔࢞

݊ ൌ 1, 2, 3, ⋯	のとき  ሺ࢞࢔ሻ′ ൌ   ૚ି࢔࢞࢔
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導関数の計算 

●いろいろな関数の導関数を求めてみよう。 

例 9 関数	݂ሺݔሻ ൌ  。を微分してみよう	ଶݔ4

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ ൌ 4ሺݔ ൅ ݄ሻଶ െ  ଶݔ4

ൌ 4݄ሺ2ݔ ൅ ݄ሻ 

よって ݂′ሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

4݄ሺ2ݔ ൅ ݄ሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

4ሺ2ݔ ൅ ݄ሻ 

ൌ 4 ൈ ݔ2 ൌ  ݔ8

 

ሺݔଶሻ′ ൌ  。より，次の式が成り立つ	9	であるから，例	ݔ2

ሺ4ݔଶሻ′ ൌ 4ሺݔଶሻ′ 

 

例 10 関数	݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅  。を微分してみよう	ݔ

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ ൌ ሼሺݔ ൅ ݄ሻଶ ൅ ሺݔ ൅ ݄ሻሽ െ ሺݔଶ ൅  ሻݔ

ൌ ݄ሺ2ݔ ൅ ݄ ൅ 1ሻ 

よって ݂′ሺݔሻ ൌ lim
௛→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

݄ሺ2ݔ ൅ ݄ ൅ 1ሻ
݄

 

ൌ lim
௛→଴

ሺ2ݔ ൅ ݄ ൅ 1ሻ 

ൌ ݔ2 ൅ 1 

 

ሺݔଶሻ′ ൌ ,ݔ2 ሺݔሻ′ ൌ 1	であるから，例	10	より，次の 

式が成り立つ。 

ሺݔଶ ൅ ′ሻݔ ൌ ሺݔଶሻ′ ൅ ሺݔሻ′ 

一般に，次のことが成り立つ。 

導関数の公式 

ሼࢌ࢑ሺ࢞ሻሽᇱ ൌ  は定数ሻ	݇	ᇱሺ࢞ሻ  ሺࢌ࢑

ሼࢌሺ࢞ሻ ൅ ሺ࢞ሻሽᇱࢍ ൌ ᇱሺ࢞ሻࢌ ൅  ᇱሺ࢞ሻࢍ

ሼࢌሺ࢞ሻ െ ሺ࢞ሻሽᇱࢍ ൌ ᇱሺ࢞ሻࢌ െ ᇱሺ࢞ሻࢍ
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例題 1 

関数	ݕ ൌ ଷݔ െ ଶݔ2 െ 3	を微分しなさい。 

解   ݕ′ ൌ ሺݔଷ െ ଶݔ2 െ 3ሻᇱ 

ൌ ሺݔଷሻᇱ െ ሺ2ݔଶሻᇱ െ ሺ3ሻ′ 

ൌ ሺݔଷሻᇱ െ 2ሺݔଶሻᇱ െ ሺ3ሻ′	

ൌ ଶݔ3 െ 2 ൈ ݔ2 െ 0 ൌ ૜࢞૛ െ ૝࢞ 

 

問 6 次の関数を微分しなさい。 

ݕ (1) ൌ ݔ3 ൅ ݕ (2)  2 ൌ ଶݔ െ ݔ4 ൅ 3 

ݕ (3) ൌ ଷݔ2 െ ݕ ଶ  (4)ݔ5 ൌ െ2ݔଷ ൅ ଶݔ3 െ ݔ4 ൅ 3 

 

例題 2 

関数	ݕ ൌ ሺݔ െ 1ሻሺ2ݔ ൅ 3ሻ	を微分しなさい。 

解   ݕ ൌ ሺݔ െ 1ሻሺ2ݔ ൅ 3ሻ ൌ ଶݔ2 ൅ ݔ െ 3 

であるから 

ᇱݕ ൌ ሺ2ݔଶ ൅ ݔ െ 3ሻᇱ 

ൌ ሺ2ݔଶሻᇱ ൅ ሺݔሻᇱ െ ሺ3ሻ′ 

ൌ 2ሺݔଶሻᇱ ൅ ሺݔሻᇱ െ ሺ3ሻ′	

ൌ 2 ൈ ݔ2 ൅ 1 െ 0 ൌ ૝࢞ ൅ ૚ 

 

問 7 次の関数を微分しなさい。 

ݕ (1) ൌ ݔሺ3ݔ െ 1ሻ  (2) ݕ ൌ ሺݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 2ሻ 

ݕ (3) ൌ ሺ2ݔ ൅ 1ሻଶ  (4) ݕ ൌ ሺݔଶ ൅ 1ሻሺ2ݔ െ 1ሻ 

 

微分係数の計算 

微分係数	݂′ሺܽሻ	を求めるには，導関数	݂′ሺݔሻ	の	ݔ	に	ܽ	を代入すればよい。 

●導関数を利用して，微分係数を求めてみよう。 

例 11 関数	݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ െ 2	について，ݔ ൌ െ3	に 

おける微分係数	݂′ሺെ3ሻ	を求めてみよう。 

݂ሺݔሻ	を微分すると  ݂′ሺݔሻ ൌ ݔ2 ൅ 1 

よって  ݂′ሺെ3ሻ ൌ 2 ൈ ሺെ3ሻ ൅ 1 ൌ െ5 

 

問 8 関数	݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ3 െ ݔ2 ൅ 3	について，ݔ ൌ െ2, ݔ ൌ 1	に 

おける微分係数をそれぞれ求めなさい。 
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4 接線 

ねらい 関数	݂ሺݔሻ	の	ݔ ൌ ܽ	における微分係数の意味を学びます。さらに，微分係数を利用

して，接線の方程式を求めます。 

 

微分係数と接線の傾き 

関数	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	のグラフ上に，ݔ	座標が 

それぞれ	ܽ, ܽ ൅ ݄	である	2	点	A, B	をとると， 

関数	݂ሺݔሻ	の	ܽ	から	ܽ ൅ ݄	までの平均変化率 

݂ሺܽ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ

݄
 

は，直線	AB	の傾きを表している。  

いま，݄	を限りなく	0	に近づけると，点	B	は 

グラフ上を動いて限りなく点	A	に近づく。 

このとき 

lim
௛→଴

݂ሺܽ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ

݄
ൌ ݂′ሺܽሻ 

であるから，直線	AB	は，点	A	を通り， 

傾きが	݂′ሺܽሻ	の直線	݈	に限りなく近づく。 

この直線	݈	を，点	A	における曲線	 

ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	の接線といい，点	A	を接点という。 

 

微分係数と接線の傾き 

曲線	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	上の点	൫ܽ, ݂ሺܽሻ൯	における接線の傾きは，微分係数 ݂′ሺܽሻ	に等しい。 

 

●導関数を利用して，接線の傾きを求めてみよう。 

例 12 曲線	ݕ ൌ ,ሺ3	上の点	ଶݔ 9ሻ	における接線の傾きは 

݂ሺݔሻ ൌ ሻݔとおくと  ݂′ሺ	ଶݔ ൌ 	ݔ2

݂′ሺ3ሻ ൌ 6	であるから，6	である。 

 

問 9 曲線	ݕ ൌ  。上の次の点における接線の傾きを求めなさい	ଶݔ2

(1) ሺ3, 18ሻ (2) ሺെ1, 2ሻ 
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接線の方程式 

2	章で，直線の方程式について学んでいる。通る点の座標と傾きを与えられた直線の方程

式の求め方を復習しておこう。 

 

点	ሺ1, 2ሻ	を通り，傾きが	3	の直線の方程式は 

ݕ െ 2 ൌ 3ሺݔ െ 1ሻ 

したがって  ݕ ൌ ݔ3 െ 1 

 

このことを用いると，曲線	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ	上の点	൫ܽ, ݂ሺܽሻ൯	に 

おける接線の傾きは	݂′ሺܽሻ	であるから，点	൫ܽ, ݂ሺܽሻ൯	に 

おける接線の方程式は次のようになる。 

 

接線の方程式 

࢟ െ ሻࢇሺࢌ ൌ ሻሺ࢞ࢇሺ′ࢌ െ  ሻࢇ

 

例題 3 

曲線	ݕ ൌ ଶݔ ൅ 2上の点	ሺ1, 3ሻ	における接線の 

方程式を求めなさい。 

解 ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ 2	とおくと，݂′ሺݔሻ ൌ ，であるからݔ2

点	ሺ1, 3ሻ	における接線の傾きは 

݂′ሺ1ሻ ൌ 2 ൈ 1 ൌ 2 

よって，接線の方程式は  ݕ െ 3 ൌ 2ሺݔ െ 1ሻ	 

すなわち 

࢟ ൌ ૛࢞ ൅ ૚ 

 

問 10 曲線	ݕ ൌ െݔଶ ൅ 1	上の次の点における接線の方程式を 

求めなさい。 

(1) ሺ2, െ3ሻ (2) ሺെ1, 0ሻ 

 

問 11 曲線	ݕ ൌ ଶݔ ൅ ,ሺ1	上の点	ݔ2 3ሻ	における接線の方程式を 

求めなさい。 
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復習問題 

□□1  関数	݂ሺݔሻ ൌ の値が次のように変化するときの平均	ݔ，において	ଶݔ4

変化率を求めなさい。 

(1) 1	から	3	まで 

(2) െ2	から	െ2 ൅ ݄	まで 

 

□□2  次の関数を微分しなさい。 

ݕ (1) ൌ െ2ݔ ൅ 5 

ݕ (2) ൌ െ3ݔଶ ൅ ݔ2 െ 1 

ݕ (3) ൌ ଷݔ2 െ ଶݔ4 ൅ 1 

ݕ (4) ൌ ሺݔ ൅ 3ሻሺݔ െ 1ሻ 

ݕ (5) ൌ ሺ2ݔ െ 3ሻଶ 

ݕ (6) ൌ ሺݔ ൅ 2ሻሺݔଶ െ ݔ3 ൅ 1ሻ 

 

□□3  次の関数について，かっこの中に示された	ݔ	の値における微分係数

を求めなさい。 

(1) ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ4 െ 1		ሺݔ ൌ െ3ሻ 

(2) ݂ሺݔሻ ൌ െݔଷ ൅ ଶݔ2 ൅ 2		ሺݔ ൌ 2ሻ 

 

□□4  次の曲線について，与えられた曲線上の点における接線の方程式を

求めなさい。 

ݕ (1) ൌ ,ሺെ1		ଶݔ3 3ሻ 

ݕ (2) ൌ ଶݔ2 െ ݔ3 ൅ 2		ሺ2, 4ሻ 
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