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（教科書 p.182） 

一般に，関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) において，𝑥 が 𝑎 から 𝑏 まで変わるとき，𝑥 の変化量に対する 𝑦 の変化量

の割合 

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
  ……① 

を，𝑥 が 𝑎 から 𝑏 まで変わるときの関数 𝑓(𝑥) の 

（①  平均変化率  ）という。 

 

 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 について，𝑥 が 1 から 3 まで変わるときの 

平均変化率は 

𝑓(3) − 𝑓(1)

3 − 1
=

32 − 12

2
 

= 4 

 

 

 

 

 

次の関数について，𝑥 が 2 から 4 まで変わるときの平均変化率を求めよ。 

(1) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3 

𝑓(4) − 𝑓(2)

4 − 2
=

(2 ⋅ 4 + 3) − (2 ⋅ 2 + 3)

4 − 2
= 𝟐 

 

(2) 𝑓(𝑥) = −2𝑥2 

𝑓(4) − 𝑓(2)

4 − 2
=

(−2 ⋅ 42) − (−2 ⋅ 22)

4 − 2
= −𝟏𝟐 

前ページの①において，𝑏 − 𝑎 = ℎ と置き換えると，𝑏 = 𝑎 + ℎ より 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
=

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

となるから，次のことが成り立つ。 

平均変化率 

𝑥 が 

𝑎 から 𝑎 + ℎ まで変わる 

ときの関数 𝑓(𝑥)の平均変化率は 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 について，𝑥 が 1 から 1 + ℎ まで変わると

きの平均変化率は 

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
 

=
{(1 + ℎ)2 + (1 + ℎ)} − (12 + 1)

ℎ
 

=
3ℎ + ℎ2

ℎ
 

=
ℎ(3 + ℎ)

ℎ
 

= 3 + ℎ 

  

１節 微分係数と導関数 

平均変化率 １ 

問１ 
 

 

例２

例１ 

例１

例１ 
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関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 について，次のときの平均変化率を求めよ。 

(1) 𝑥 が 1 から 1 + ℎ まで変わるとき 

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
 

=
{(1 + ℎ)2 − 4(1 + ℎ)} − (12 − 4 ⋅ 1)

ℎ
 

=
−2ℎ + ℎ2

ℎ
=

ℎ(−2 + ℎ)

ℎ
 

= −𝟐 + 𝒉 

 

(2) 𝑥 が 𝑎 から 𝑎 + ℎ まで変わるとき 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

=
{(𝑎 + ℎ)2 − 4(𝑎 + ℎ)} − (𝑎2 − 4𝑎)

ℎ
 

=
2𝑎ℎ + ℎ2 − 4ℎ

ℎ
=

ℎ(2𝑎 + ℎ − 4)

ℎ
 

= 𝟐𝒂 + 𝒉 − 𝟒 

 

（教科書 p.184） 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 において，𝑥 が 2 から 2 + ℎ まで変わるとき， 

平均変化率は  
(2+ℎ)2−22

ℎ
=

4ℎ+ℎ2

ℎ
=

ℎ(4+ℎ)

ℎ
= 4 + ℎ 

である。ここで，ℎ の値を限りなく0 に近づけると，この平均変化率は下の表からもわかるように 4 

に限りなく近づく。 

ℎ … −0.1 −0.01 −0.001 … 0 … 0.001 0.01 0.1 … 

4 + ℎ … 3.9 3.99 3.999 … 4 … 4.001 4.01 4.1 … 

この値 4 を ℎ が限りなく 0 に近づくときの 
(2+ℎ)2−22

ℎ
 の（②  極限値  ）という。このことを，

記号 limを用いて次のように書く。 

lim
ℎ→0

(2 + ℎ)2 − 22

ℎ
= 4 

微分係数の定義 

𝒇′(𝒂) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 の 𝑥 = 1 における微分係数 𝑓′(1) は 

𝑓′(1) = lim
ℎ→0

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
= lim

ℎ→0

(1 + ℎ)2 − 12

ℎ
 

= lim
ℎ→0

2ℎ + ℎ2

ℎ
= lim

ℎ→0
(2 + ℎ) = 2 

 

  

一般に，関数 𝑓(𝑥) の 𝑥 が 𝑎 から 𝑎 + ℎ まで変わるときの平均変化率において，ℎ を限り 

なく 0 に近づけるときの極限値 lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 が定まるならば，この値を関数 

𝑓(𝑥) の 𝑥 = 𝑎 における（③  微分係数  ）といい，（④  𝒇′(𝒂)  ）で表す。 

問２ 
 

 

微分係数 2 

例３ 
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関数 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 について，微分係数 𝑓′(1), 𝑓′(−2) を求めよ。 

𝒇′(𝟏) = lim
ℎ→0

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

3(1 + ℎ)2 − 3 ∙ 12

ℎ
 

= lim
ℎ→0

6ℎ + 3ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(6 + 3ℎ) = 𝟔 

𝒇′(−𝟐) = lim
ℎ→0

𝑓(−2 + ℎ) − 𝑓(−2)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

3(−2 + ℎ)2 − 3 ⋅ (−2)2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

−12ℎ + 3ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(−12 + 3ℎ) = −𝟏𝟐 

 

 

（教科書 p.185） 

関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフ上に，𝑥 座標がそれぞれ 𝑎, 𝑎 + ℎ である 2 点 A, B をとると，平均変化率 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

は直線 AB の傾きを表している。 

いま，ℎ を限りなく 0 に近づけると，点 B はグラフ上を動いて限

りなく点 A に近づく。このとき 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
= 𝑓′(𝑎) 

であるから，直線 AB は，点 A を通り傾き 𝑓′(𝑎) の直線 AT に限りなく近づく。この直線 AT を点 A に

おける曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥) の（⑤  接線  ）といい，点 A を（⑥  接点  ）という。 

微分係数と接線の傾き 

曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥) 上の点 (𝑎, 𝑓(𝑎)) における接線の傾きは，微分係数 𝒇′(𝒂) に等しい。 

放物線 𝑦 = 𝑥2 上の点 (3, 9) における接線の傾きは，𝑓(𝑥) = 𝑥2 とおくと 𝑓′(3) に等しいから 

𝑓′(3) = lim
ℎ→0

(3 + ℎ)2 − 32

ℎ
 

= lim
ℎ→0

6ℎ + ℎ2

ℎ
= lim

ℎ→0
(6 + ℎ) = 6 

 

 

 

 

放物線 𝑦 = 2𝑥2 上の点 (−1, 2) における接線の傾きを求めよ。 

𝑓(𝑥) = 2𝑥2 とおくと，求める接線の傾きは 

𝑓′(−1) = lim
ℎ→0

2(−1 + ℎ)2 − 2 ⋅ (−1)2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

−4ℎ + 2ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(−4 + 2ℎ) = −𝟒 

 

  

問３ 
 

 

微分係数と接線の傾き 

問４ 
 

 

例４ 
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（教科書 p.186） 

一般に，関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) について，𝑥 のおのおのの値 𝑎 に微分係数 𝑓′(𝑎) を対応させれば，1 つの

新しい関数 𝑓′(𝑥) が得られる。 

この関数 𝑓′(𝑥) を，𝑓(𝑥) の（⑦  導関数  ）という。 

導関数の定義 

𝒇′(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙)

𝒉
 

 

𝑥 の関数 𝑓(𝑥) から，その導関数 𝑓′(𝑥) を求めることを，𝑓(𝑥) を（⑧   𝑥 で微分する  ），また

は単に（⑨  微分する  ）という。 

 

導関数の定義にしたがって，次の関数を微分してみよう。 

(1) 𝑓(𝑥) = 𝑥 について 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ) − 𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ→0

1 = 1 

 

(2) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 について 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)3 − 𝑥3

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥3 + 3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3) − 𝑥3

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ(3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2)

ℎ
 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

(3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2) 

= 3𝑥2 

導関数の定義にしたがって，関数 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 を微分せよ。 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

2(𝑥 + ℎ)2 − 2𝑥2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

4𝑥ℎ + 2ℎ2

ℎ
= lim

ℎ→0

ℎ(4𝑥 + 2ℎ)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(4𝑥 + 2ℎ) = 𝟒𝒙 

 

 

  

導関数 3 問５ 
 

 

例題 
 
１ 例５ 



数学 II スタンダード 5 章「微分と積分」                  

 

5 

 

 

 

（教科書 p.188） 

一般に 𝑛 が正の整数のとき，次の公式が成り立つ。    

𝒙𝒏 の導関数 

(𝒙𝒏)′ = 𝒏𝒙𝒏−𝟏 

 

（教科書 p.188） 

値が一定の関数を（⑩  定数関数  ）という。 

定数関数の導関数 

𝑐 が定数のとき  (𝒄)′ = 𝟎 

 

（教科書 p.18８） 

一般に，関数の定数倍および和，差の導関数については，次のことが成り立つ。 

定数倍，和，差の導関数 

[1] 𝑘 が定数のとき  {𝒌𝒇(𝒙)}′ = 𝒌𝒇′(𝒙) 

[2] {𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)}′ = 𝒇′(𝒙) + 𝒈′(𝒙) 

[3] {𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)}′ = 𝒇′(𝒙) − 𝒈′(𝒙) 

 

上の性質を用いて，関数 𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 − 3 を微分してみよう。 

𝑦′ = (𝑥3 + 2𝑥2 − 3)′ 

= (𝑥3)′ + (2𝑥2)′ − (3)′     

= (𝑥3)′ + 2(𝑥2)′ − (3)′ 

= 3𝑥2 + 2 ⋅ 2𝑥 − 0 = 3𝑥2 + 4𝑥 

 

次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = 2𝑥 + 3 

𝑦′ = (2𝑥)′ + (3)′ = 2(𝑥)′ + (3)′ 

= 2 ⋅ 1 + 0 = 𝟐 

 

(2) 𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 + 6 

𝑦′ = (𝑥2)′ + (4𝑥)′ + (6)′ 

= (𝑥2)′ + 4(𝑥)′ + (6)′ 

= 2𝑥 + 4 ⋅ 1 + 0 = 𝟐𝒙 + 𝟒 

 

(3) 𝑦 = −2𝑥3 − 5𝑥2 + 7𝑥 − 8 

𝑦′ = (−2𝑥3)′ − (5𝑥2)′ + (7𝑥)′ − (8)′ 

= −2(𝑥3)′ − 5(𝑥2)′ + 7(𝑥)′ − (8)′ 

= −2 ⋅ 3𝑥2 − 5 ⋅ 2𝑥 + 7 ⋅ 1 − 0 

= −𝟔𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟕 

 

(4) 𝑦 =
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 3𝑥 + 1 

𝑦′ = (
1

3
𝑥3)

′

− (
1

2
𝑥2)

′

− (3𝑥)′ + (1)′ 

=
1

3
(𝑥3)′ −

1

2
(𝑥2)′ − 3(𝑥)′ + (1)′ 

=
1

3
⋅ 3𝑥2 −

1

2
⋅ 2𝑥 − 3 ⋅ 1 + 0 

= 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟑 

 

(𝑥 + 2)(3𝑥 − 1) を微分せよ。 

 

𝑦 = 3𝑥2 + 5𝑥 − 2 であるから 

𝑦′ = (3𝑥2 + 5𝑥 − 2)′ = 3(𝑥2)′ + 5(𝑥)′ − (2)′ 

= 3 ⋅ 2𝑥 + 5 ⋅ 1 − 0 = 6𝑥 + 5 

 

次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = 𝑥(3 − 4𝑥) 

𝑦 = −4𝑥2 + 3𝑥 であるから 

𝑦′ = (−4𝑥2)′ + (3𝑥)′ 

= −4(𝑥2)′ + 3(𝑥)′ 

= −4 ⋅ 2𝑥 + 3 ⋅ 1 

= −𝟖𝒙 + 𝟑 

  

導関数の計算 ４ 

𝒙𝒏 の導関数 

 

定数関数の導関数 

 

導関数の性質 

 

問６ 
 

 

問７ 
 

 

１ １ １ １ １ １ １ １ １ １ 
解 

 
解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

１ 
例題 
 
２ 
例題 
 
２ 

例６ 

２ 

１ １ １ １ １ １ １ １ 

１ 

１ 
例題 
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(2) 𝑦 = (𝑥 − 2)(2𝑥 + 3) 

𝑦 = 2𝑥2 − 𝑥 − 6 であるから 

𝑦′ = (2𝑥2)′ − (𝑥)′ − (6)′ 

= 2(𝑥2)′ − (𝑥)′ − (6)′ 

= 2 ⋅ 2𝑥 − 1 − 0 = 𝟒𝒙 − 𝟏 

 

(3) 𝑦 = (2𝑥 + 1)(2𝑥 − 1) 

𝑦 = 4𝑥2 − 1 であるから 

𝑦′ = (4𝑥2)′ − (1)′ = 4(𝑥2)′ − (1)′ 

= 4 ⋅ 2𝑥 − 0 = 𝟖𝒙 

 

(4) 𝑦 = 𝑥(𝑥 + 1)2 

𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 であるから 

𝑦′ = (𝑥3)′ + (2𝑥2)′ + (𝑥)′ 

= (𝑥3)′ + 2(𝑥2)′ + (𝑥)′ 

= 3𝑥2 + 2 ⋅ 2𝑥 + 1 

= 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟏 

 

𝑟 の関数 𝑆 = 𝜋𝑟2 を 𝑟 で微分して得られる導関数 
𝑑𝑆

𝑑𝑟
 は 

𝑑𝑆

𝑑𝑟
= 𝜋(𝑟2)′ = 𝜋 ⋅ 2𝑟 = 2𝜋𝑟 

 

次の関数を〔 〕内の文字で微分せよ。 

(1) ℎ = 10𝑡 − 5𝑡2〔𝑡〕 

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 10(𝑡)′ − 5(𝑡2)′ = 10 − 5 ⋅ 2𝑡 

= 𝟏𝟎 − 𝟏𝟎𝒕 

 

(2) 𝑉 =
4

3
𝜋𝑟3〔𝑟〕 

𝑑𝑉

𝑑𝑟
=

4

3
𝜋(𝑟3)′ =

4

3
𝜋 ⋅ 3𝑟2 = 𝟒𝝅𝒓𝟐 

 

（教科書 p.190） 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 について，𝑥 = −2 における微分係数𝑓′(−2) を求めてみよう。 

𝑓(𝑥) を微分すると 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 3 

よって 𝑓′(−2) = 2 ⋅ (−2) − 3 = −7 

 

関数 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 3𝑥 + 1 について，𝑥 = 1, 𝑥 = 2, 𝑥 = −3 における微分係数をそれぞれ求めよ。 

𝑓′(𝑥) = 4𝑥 − 3 であるから 

𝒇′(𝟏) = 4 ⋅ 1 − 3 = 𝟏 

𝒇′(𝟐) = 4 ⋅ 2 − 3 = 𝟓 

𝒇′(−𝟑) = 4 ⋅ (−3) − 3 = −𝟏𝟓 

 

 

関数 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑎𝑥 − 1 が，𝑓′(−1) = 2 を満たすとき，定数 𝑎 の値を求めてみよう。 

𝑓(𝑥) を 𝑥 で微分すると 

𝑓′(𝑥) = 6𝑥 + 𝑎 

であるから  𝑓′(−1) = −6 + 𝑎 

𝑓′(−1) = 2 より  −6 + 𝑎 = 2 

よって  𝑎 = 8 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 3 が，𝑓′(2) = 3 を満たすとき，定数 𝑎 の値を求めよ。 

 

𝑓′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 − 2𝑥 + 2𝑎 であるから 

𝑓′(2) = 3𝑎 ⋅ 22 − 2 ⋅ 2 + 2𝑎 

= 12𝑎 − 4 + 2𝑎 = 14𝑎 − 4 

𝑓′(2) = 3 より  14𝑎 − 4 = 3 

よって 𝑎 =
𝟏

𝟐
 

 

  

問８ 
 

 

例７ 

微分係数の計算 

 

例８ 

問９ 
 

 

問10  
 

 

例９ 



数学 II スタンダード 5 章「微分と積分」                  

 

7 

 

 

 

（教科書 p.19１） 

188 ページで示した次の公式が，すべての正の整数 𝑛 について成り立つことを証明してみよう。 

𝒙𝒏 の導関数 

(𝒙𝒏)′ = 𝒏𝒙𝒏−𝟏 

 

二項定理により 

(𝑥 + ℎ)𝑛 = 𝑥𝑛 + C1𝑥𝑛−1ℎ +𝑛 C2𝑥𝑛−2ℎ2 +𝑛 ⋯ + C𝑛−1𝑥ℎ𝑛−1 + ℎ𝑛
𝑛  

= 𝑥𝑛 + 𝑛𝑥𝑛−1ℎ +
1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2ℎ2 + ⋯ + 𝑛𝑥ℎ𝑛−1 + ℎ𝑛 

右辺の 𝑥𝑛 を左辺に移項して，両辺を ℎ で割ると 

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
= 𝑛𝑥𝑛−1 +

1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2ℎ + ⋯ + 𝑛𝑥ℎ𝑛−2 + ℎ𝑛−1 

したがって 

(𝑥𝑛)′ = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
 

= lim
ℎ→0

{𝑛𝑥𝑛−1 +
1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2ℎ + ⋯ + 𝑛𝑥ℎ𝑛−2 + ℎ𝑛−1} 

= 𝑛𝑥𝑛−1 

 

  

 
参考 𝑛次関数の微分 
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（教科書 p.192） 

1 関数 𝑓(𝑥) = −3𝑥2 + 4𝑥 について，次の問に答えよ。 

(1) 𝑥 が −1 から −1 + ℎ まで変わるときの平均変化率を求めよ。 

𝑓(−1 + ℎ) − 𝑓(−1)

ℎ
 

=
{−3(−1 + ℎ)2 + 4(−1 + ℎ)} − {−3 ⋅ (−1)2 + 4 ⋅ (−1)}

ℎ
 

=
(−7 + 10ℎ − 3ℎ2) − (−7)

ℎ
 

=
10ℎ − 3ℎ2

ℎ
= 𝟏𝟎 − 𝟑𝒉 

 

(2) (1)の結果を利用して，微分係数 𝑓′(−1) を求めよ。 

𝑓′(−1) = lim
ℎ→0

𝑓(−1 + ℎ) − 𝑓(−1)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(10 − 3ℎ) = 𝟏𝟎 

 

2 導関数の定義にしたがって，関数 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑥 を微分せよ。 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

{3(𝑥 + ℎ)2 + 2(𝑥 + ℎ)} − (3𝑥2 + 2𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(3𝑥2 + 6𝑥ℎ + 3ℎ2 + 2𝑥 + 2ℎ) − (3𝑥2 + 2𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

6𝑥ℎ + 3ℎ2 + 2ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ(6𝑥 + 3ℎ + 2)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(6𝑥 + 3ℎ + 2) 

= 𝟔𝒙 + 𝟐 

 

 

3 次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = 4𝑥 − 5 

𝑦′ = (4𝑥)′ − (5)′ = 4(𝑥)′ − (5)′ 

= 4 ⋅ 1 − 0 = 𝟒 

 

(2) 𝑦 = −2𝑥2 + 3𝑥 + 1 

𝑦′ = (−2𝑥2)′ + (3𝑥)′ + (1)′ 

= −2(𝑥2)′ + 3(𝑥)′ + (1)′ 

= −2 ⋅ 2𝑥 + 3 ⋅ 1 + 0 

= −𝟒𝒙 + 𝟑 

 

 

(3) 𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥2 − 1 

𝑦′ = (𝑥3)′ + (3𝑥2)′ − (1)′ 

= (𝑥3)′ + 3(𝑥2)′ − (1)′ 

= 3𝑥2 + 3 ⋅ 2𝑥 − 0 

= 𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 

 

 

(4) 𝑦 = −
2

3
𝑥3 +

3

2
𝑥2 − 2𝑥 + 5 

𝑦′ = (−
2

3
𝑥3)

′

+ (
3

2
𝑥2)

′

− (2𝑥)′ + (5)′ 

= −
2

3
(𝑥3)′ +

3

2
(𝑥2)′ − 2(𝑥)′ + (5)′ 

= −
2

3
⋅ 3𝑥2 +

3

2
⋅ 2𝑥 − 2 ⋅ 1 + 0 

= −𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟐 

 

  

Training 
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4 次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = (4𝑥 − 3)(𝑥2 + 2𝑥 + 6) 

𝑦 = 4𝑥3 + 5𝑥2 + 18𝑥 − 18 であるから 

𝑦′ = (4𝑥3)′ + (5𝑥2)′ + (18𝑥)′ − (18)′ 

= 4 ⋅ 3𝑥2 + 5 ⋅ 2𝑥 + 18 ⋅ 1 − 0 

= 𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙 + 𝟏𝟖 

 

 

(2) 𝑦 = (2𝑥 + 3)3 

𝑦 = 8𝑥3 + 36𝑥2 + 54𝑥 + 27 であるから 

𝑦′ = (8𝑥3)′ + (36𝑥2)′ + (54𝑥)′ + (27)′ 

= 8 ⋅ 3𝑥2 + 36 ⋅ 2𝑥 + 54 ⋅ 1 + 0 

= 𝟐𝟒𝒙𝟐 + 𝟕𝟐𝒙 + 𝟓𝟒 

 

 

5 次の関数の導関数を求め，〔 〕内に示した 𝑥 の値における微分係数を求めよ。 

(1) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 2   〔𝑥 = −2〕 

𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟐 

𝒇′(−𝟐) = 2 ⋅ (−2) + 2 = −𝟐 

 

 

(2) 𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 3𝑥 − 4  〔𝑥 =
1

2
〕 

𝒇′(𝒙) = −𝟑𝒙𝟐 + 𝟑 

𝒇′ (
𝟏

𝟐
) = −3 ⋅ (

1

2
)

2

+ 3 =
𝟗

𝟒
 

 

6 関数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 − 7𝑥 + 𝑏 が，𝑓(1) = 1, 𝑓′(1) = −1 を満たすとき，定数 𝑎, 𝑏 の値を求めよ。 

𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 − 7 であるから 

𝑓(1) = 1 より   𝑎 − 7 + 𝑏 = 1 

すなわち  𝑎 + 𝑏 = 8  ……① 

𝑓′(1) = −1 より   2𝑎 − 7 = −1 

よって  𝑎 = 3 

①に代入して  𝑏 = 5 

したがって  𝒂 = 𝟑，𝒃 = 𝟓 

 

 

 

7 次のことを証明せよ。ただし，𝑎, 𝑏 は定数とする。 

(1) 𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)2 ならば 𝑦′ = 2𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑦 = 𝑎2𝑥2 + 2𝑎𝑏𝑥 + 𝑏2 より 

𝑦′ = 2𝑎2𝑥 + 2𝑎𝑏 = 2𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏) 

 

(2) 𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)3 ならば 𝑦′ = 3𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏)2 * 

𝑦 = 𝑎3𝑥3 + 3𝑎2𝑏𝑥2 + 3𝑎𝑏2𝑥 + 𝑏3 より 

𝑦′ = 3𝑎3𝑥2 + 6𝑎2𝑏𝑥 + 3𝑎𝑏2 

= 3𝑎(𝑎2𝑥2 + 2𝑎𝑏𝑥 + 𝑏2) 

= 3𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏)2 

 

 

＊  𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛で表される関数の導関数については，次の公式が成り立つ。 

𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛  ならば 𝑦′ = 𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛−1 

ただし，𝑎, 𝑏 は定数で，𝑛 は正の整数とする。 

 



数学 II スタンダード 5 章「微分と積分」                  

 

1 

 

 

 

（教科書 p.182） 

一般に，関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) において，𝑥 が 𝑎 から 𝑏 まで変わるとき，𝑥 の変化量に対する 𝑦 の変化量

の割合 

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
  ……① 

を，𝑥 が 𝑎 から 𝑏 まで変わるときの関数 𝑓(𝑥) の 

（①  平均変化率  ）という。 

 

 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 について，𝑥 が 1 から 3 まで変わるときの 

平均変化率は 

𝑓(3) − 𝑓(1)

3 − 1
=

32 − 12

2
 

= 4 

 

 

 

 

 

次の関数について，𝑥 が 2 から 4 まで変わるときの平均変化率を求めよ。 

(1) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3 

𝑓(4) − 𝑓(2)

4 − 2
=

(2 ⋅ 4 + 3) − (2 ⋅ 2 + 3)

4 − 2
= 𝟐 

 

(2) 𝑓(𝑥) = −2𝑥2 

𝑓(4) − 𝑓(2)

4 − 2
=

(−2 ⋅ 42) − (−2 ⋅ 22)

4 − 2
= −𝟏𝟐 

前ページの①において，𝑏 − 𝑎 = ℎ と置き換えると，𝑏 = 𝑎 + ℎ より 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
=

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

となるから，次のことが成り立つ。 

平均変化率 

𝑥 が 

𝑎 から 𝑎 + ℎ まで変わる 

ときの関数 𝑓(𝑥)の平均変化率は 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 について，𝑥 が 1 から 1 + ℎ まで変わると

きの平均変化率は 

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
 

=
{(1 + ℎ)2 + (1 + ℎ)} − (12 + 1)

ℎ
 

=
3ℎ + ℎ2

ℎ
 

=
ℎ(3 + ℎ)

ℎ
 

= 3 + ℎ 

  

１節 微分係数と導関数 

平均変化率 １ 

問１ 
 

 

例２

例１ 

例１

例１ 
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関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 について，次のときの平均変化率を求めよ。 

(1) 𝑥 が 1 から 1 + ℎ まで変わるとき 

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
 

=
{(1 + ℎ)2 − 4(1 + ℎ)} − (12 − 4 ⋅ 1)

ℎ
 

=
−2ℎ + ℎ2

ℎ
=

ℎ(−2 + ℎ)

ℎ
 

= −𝟐 + 𝒉 

 

(2) 𝑥 が 𝑎 から 𝑎 + ℎ まで変わるとき 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

=
{(𝑎 + ℎ)2 − 4(𝑎 + ℎ)} − (𝑎2 − 4𝑎)

ℎ
 

=
2𝑎ℎ + ℎ2 − 4ℎ

ℎ
=

ℎ(2𝑎 + ℎ − 4)

ℎ
 

= 𝟐𝒂 + 𝒉 − 𝟒 

 

（教科書 p.184） 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 において，𝑥 が 2 から 2 + ℎ まで変わるとき， 

平均変化率は  
(2+ℎ)2−22

ℎ
=

4ℎ+ℎ2

ℎ
=

ℎ(4+ℎ)

ℎ
= 4 + ℎ 

である。ここで，ℎ の値を限りなく0 に近づけると，この平均変化率は下の表からもわかるように 4 

に限りなく近づく。 

ℎ … −0.1 −0.01 −0.001 … 0 … 0.001 0.01 0.1 … 

4 + ℎ … 3.9 3.99 3.999 … 4 … 4.001 4.01 4.1 … 

この値 4 を ℎ が限りなく 0 に近づくときの 
(2+ℎ)2−22

ℎ
 の（②  極限値  ）という。このことを，

記号 limを用いて次のように書く。 

lim
ℎ→0

(2 + ℎ)2 − 22

ℎ
= 4 

微分係数の定義 

𝒇′(𝒂) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂 + 𝒉) − 𝒇(𝒂)

𝒉
 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 の 𝑥 = 1 における微分係数 𝑓′(1) は 

𝑓′(1) = lim
ℎ→0

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
= lim

ℎ→0

(1 + ℎ)2 − 12

ℎ
 

= lim
ℎ→0

2ℎ + ℎ2

ℎ
= lim

ℎ→0
(2 + ℎ) = 2 

 

  

一般に，関数 𝑓(𝑥) の 𝑥 が 𝑎 から 𝑎 + ℎ まで変わるときの平均変化率において，ℎ を限り 

なく 0 に近づけるときの極限値 lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 が定まるならば，この値を関数 

𝑓(𝑥) の 𝑥 = 𝑎 における（③  微分係数  ）といい，（④  𝒇′(𝒂)  ）で表す。 

問２ 
 

 

微分係数 2 

例３ 
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関数 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 について，微分係数 𝑓′(1), 𝑓′(−2) を求めよ。 

𝒇′(𝟏) = lim
ℎ→0

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

3(1 + ℎ)2 − 3 ∙ 12

ℎ
 

= lim
ℎ→0

6ℎ + 3ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(6 + 3ℎ) = 𝟔 

𝒇′(−𝟐) = lim
ℎ→0

𝑓(−2 + ℎ) − 𝑓(−2)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

3(−2 + ℎ)2 − 3 ⋅ (−2)2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

−12ℎ + 3ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(−12 + 3ℎ) = −𝟏𝟐 

 

 

（教科書 p.185） 

関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフ上に，𝑥 座標がそれぞれ 𝑎, 𝑎 + ℎ である 2 点 A, B をとると，平均変化率 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

は直線 AB の傾きを表している。 

いま，ℎ を限りなく 0 に近づけると，点 B はグラフ上を動いて限

りなく点 A に近づく。このとき 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
= 𝑓′(𝑎) 

であるから，直線 AB は，点 A を通り傾き 𝑓′(𝑎) の直線 AT に限りなく近づく。この直線 AT を点 A に

おける曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥) の（⑤  接線  ）といい，点 A を（⑥  接点  ）という。 

微分係数と接線の傾き 

曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥) 上の点 (𝑎, 𝑓(𝑎)) における接線の傾きは，微分係数 𝒇′(𝒂) に等しい。 

放物線 𝑦 = 𝑥2 上の点 (3, 9) における接線の傾きは，𝑓(𝑥) = 𝑥2 とおくと 𝑓′(3) に等しいから 

𝑓′(3) = lim
ℎ→0

(3 + ℎ)2 − 32

ℎ
 

= lim
ℎ→0

6ℎ + ℎ2

ℎ
= lim

ℎ→0
(6 + ℎ) = 6 

 

 

 

 

放物線 𝑦 = 2𝑥2 上の点 (−1, 2) における接線の傾きを求めよ。 

𝑓(𝑥) = 2𝑥2 とおくと，求める接線の傾きは 

𝑓′(−1) = lim
ℎ→0

2(−1 + ℎ)2 − 2 ⋅ (−1)2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

−4ℎ + 2ℎ2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(−4 + 2ℎ) = −𝟒 

 

  

問３ 
 

 

微分係数と接線の傾き 

問４ 
 

 

例４ 
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（教科書 p.186） 

一般に，関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) について，𝑥 のおのおのの値 𝑎 に微分係数 𝑓′(𝑎) を対応させれば，1 つの

新しい関数 𝑓′(𝑥) が得られる。 

この関数 𝑓′(𝑥) を，𝑓(𝑥) の（⑦  導関数  ）という。 

導関数の定義 

𝒇′(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙)

𝒉
 

 

𝑥 の関数 𝑓(𝑥) から，その導関数 𝑓′(𝑥) を求めることを，𝑓(𝑥) を（⑧   𝑥 で微分する  ），また

は単に（⑨  微分する  ）という。 

 

導関数の定義にしたがって，次の関数を微分してみよう。 

(1) 𝑓(𝑥) = 𝑥 について 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ) − 𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ→0

1 = 1 

 

(2) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 について 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)3 − 𝑥3

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥3 + 3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3) − 𝑥3

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ(3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2)

ℎ
 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

(3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2) 

= 3𝑥2 

導関数の定義にしたがって，関数 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 を微分せよ。 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

2(𝑥 + ℎ)2 − 2𝑥2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

4𝑥ℎ + 2ℎ2

ℎ
= lim

ℎ→0

ℎ(4𝑥 + 2ℎ)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(4𝑥 + 2ℎ) = 𝟒𝒙 

 

 

  

導関数 3 問５ 
 

 

例題 
 
１ 例５ 
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（教科書 p.188） 

一般に 𝑛 が正の整数のとき，次の公式が成り立つ。    

𝒙𝒏 の導関数 

(𝒙𝒏)′ = 𝒏𝒙𝒏−𝟏 

 

（教科書 p.188） 

値が一定の関数を（⑩  定数関数  ）という。 

定数関数の導関数 

𝑐 が定数のとき  (𝒄)′ = 𝟎 

 

（教科書 p.18８） 

一般に，関数の定数倍および和，差の導関数については，次のことが成り立つ。 

定数倍，和，差の導関数 

[1] 𝑘 が定数のとき  {𝒌𝒇(𝒙)}′ = 𝒌𝒇′(𝒙) 

[2] {𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)}′ = 𝒇′(𝒙) + 𝒈′(𝒙) 

[3] {𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)}′ = 𝒇′(𝒙) − 𝒈′(𝒙) 

 

上の性質を用いて，関数 𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 − 3 を微分してみよう。 

𝑦′ = (𝑥3 + 2𝑥2 − 3)′ 

= (𝑥3)′ + (2𝑥2)′ − (3)′     

= (𝑥3)′ + 2(𝑥2)′ − (3)′ 

= 3𝑥2 + 2 ⋅ 2𝑥 − 0 = 3𝑥2 + 4𝑥 

 

次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = 2𝑥 + 3 

𝑦′ = (2𝑥)′ + (3)′ = 2(𝑥)′ + (3)′ 

= 2 ⋅ 1 + 0 = 𝟐 

 

(2) 𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 + 6 

𝑦′ = (𝑥2)′ + (4𝑥)′ + (6)′ 

= (𝑥2)′ + 4(𝑥)′ + (6)′ 

= 2𝑥 + 4 ⋅ 1 + 0 = 𝟐𝒙 + 𝟒 

 

(3) 𝑦 = −2𝑥3 − 5𝑥2 + 7𝑥 − 8 

𝑦′ = (−2𝑥3)′ − (5𝑥2)′ + (7𝑥)′ − (8)′ 

= −2(𝑥3)′ − 5(𝑥2)′ + 7(𝑥)′ − (8)′ 

= −2 ⋅ 3𝑥2 − 5 ⋅ 2𝑥 + 7 ⋅ 1 − 0 

= −𝟔𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟕 

 

(4) 𝑦 =
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 3𝑥 + 1 

𝑦′ = (
1

3
𝑥3)

′

− (
1

2
𝑥2)

′

− (3𝑥)′ + (1)′ 

=
1

3
(𝑥3)′ −

1

2
(𝑥2)′ − 3(𝑥)′ + (1)′ 

=
1

3
⋅ 3𝑥2 −

1

2
⋅ 2𝑥 − 3 ⋅ 1 + 0 

= 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟑 

 

(𝑥 + 2)(3𝑥 − 1) を微分せよ。 

 

𝑦 = 3𝑥2 + 5𝑥 − 2 であるから 

𝑦′ = (3𝑥2 + 5𝑥 − 2)′ = 3(𝑥2)′ + 5(𝑥)′ − (2)′ 

= 3 ⋅ 2𝑥 + 5 ⋅ 1 − 0 = 6𝑥 + 5 

 

次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = 𝑥(3 − 4𝑥) 

𝑦 = −4𝑥2 + 3𝑥 であるから 

𝑦′ = (−4𝑥2)′ + (3𝑥)′ 

= −4(𝑥2)′ + 3(𝑥)′ 

= −4 ⋅ 2𝑥 + 3 ⋅ 1 

= −𝟖𝒙 + 𝟑 

  

導関数の計算 ４ 

𝒙𝒏 の導関数 

 

定数関数の導関数 

 

導関数の性質 

 

問６ 
 

 

問７ 
 

 

１ １ １ １ １ １ １ １ １ １ 
解 

 
解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

解 

 

１ 
例題 
 
２ 
例題 
 
２ 

例６ 

２ 

１ １ １ １ １ １ １ １ 

１ 

１ 
例題 
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(2) 𝑦 = (𝑥 − 2)(2𝑥 + 3) 

𝑦 = 2𝑥2 − 𝑥 − 6 であるから 

𝑦′ = (2𝑥2)′ − (𝑥)′ − (6)′ 

= 2(𝑥2)′ − (𝑥)′ − (6)′ 

= 2 ⋅ 2𝑥 − 1 − 0 = 𝟒𝒙 − 𝟏 

 

(3) 𝑦 = (2𝑥 + 1)(2𝑥 − 1) 

𝑦 = 4𝑥2 − 1 であるから 

𝑦′ = (4𝑥2)′ − (1)′ = 4(𝑥2)′ − (1)′ 

= 4 ⋅ 2𝑥 − 0 = 𝟖𝒙 

 

(4) 𝑦 = 𝑥(𝑥 + 1)2 

𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 であるから 

𝑦′ = (𝑥3)′ + (2𝑥2)′ + (𝑥)′ 

= (𝑥3)′ + 2(𝑥2)′ + (𝑥)′ 

= 3𝑥2 + 2 ⋅ 2𝑥 + 1 

= 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟏 

 

𝑟 の関数 𝑆 = 𝜋𝑟2 を 𝑟 で微分して得られる導関数 
𝑑𝑆

𝑑𝑟
 は 

𝑑𝑆

𝑑𝑟
= 𝜋(𝑟2)′ = 𝜋 ⋅ 2𝑟 = 2𝜋𝑟 

 

次の関数を〔 〕内の文字で微分せよ。 

(1) ℎ = 10𝑡 − 5𝑡2〔𝑡〕 

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 10(𝑡)′ − 5(𝑡2)′ = 10 − 5 ⋅ 2𝑡 

= 𝟏𝟎 − 𝟏𝟎𝒕 

 

(2) 𝑉 =
4

3
𝜋𝑟3〔𝑟〕 

𝑑𝑉

𝑑𝑟
=

4

3
𝜋(𝑟3)′ =

4

3
𝜋 ⋅ 3𝑟2 = 𝟒𝝅𝒓𝟐 

 

（教科書 p.190） 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 について，𝑥 = −2 における微分係数𝑓′(−2) を求めてみよう。 

𝑓(𝑥) を微分すると 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 3 

よって 𝑓′(−2) = 2 ⋅ (−2) − 3 = −7 

 

関数 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 3𝑥 + 1 について，𝑥 = 1, 𝑥 = 2, 𝑥 = −3 における微分係数をそれぞれ求めよ。 

𝑓′(𝑥) = 4𝑥 − 3 であるから 

𝒇′(𝟏) = 4 ⋅ 1 − 3 = 𝟏 

𝒇′(𝟐) = 4 ⋅ 2 − 3 = 𝟓 

𝒇′(−𝟑) = 4 ⋅ (−3) − 3 = −𝟏𝟓 

 

 

関数 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑎𝑥 − 1 が，𝑓′(−1) = 2 を満たすとき，定数 𝑎 の値を求めてみよう。 

𝑓(𝑥) を 𝑥 で微分すると 

𝑓′(𝑥) = 6𝑥 + 𝑎 

であるから  𝑓′(−1) = −6 + 𝑎 

𝑓′(−1) = 2 より  −6 + 𝑎 = 2 

よって  𝑎 = 8 

 

関数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 3 が，𝑓′(2) = 3 を満たすとき，定数 𝑎 の値を求めよ。 

 

𝑓′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 − 2𝑥 + 2𝑎 であるから 

𝑓′(2) = 3𝑎 ⋅ 22 − 2 ⋅ 2 + 2𝑎 

= 12𝑎 − 4 + 2𝑎 = 14𝑎 − 4 

𝑓′(2) = 3 より  14𝑎 − 4 = 3 

よって 𝑎 =
𝟏

𝟐
 

 

  

問８ 
 

 

例７ 

微分係数の計算 

 

例８ 

問９ 
 

 

問10  
 

 

例９ 
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（教科書 p.19１） 

188 ページで示した次の公式が，すべての正の整数 𝑛 について成り立つことを証明してみよう。 

𝒙𝒏 の導関数 

(𝒙𝒏)′ = 𝒏𝒙𝒏−𝟏 

 

二項定理により 

(𝑥 + ℎ)𝑛 = 𝑥𝑛 + C1𝑥𝑛−1ℎ +𝑛 C2𝑥𝑛−2ℎ2 +𝑛 ⋯ + C𝑛−1𝑥ℎ𝑛−1 + ℎ𝑛
𝑛  

= 𝑥𝑛 + 𝑛𝑥𝑛−1ℎ +
1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2ℎ2 + ⋯ + 𝑛𝑥ℎ𝑛−1 + ℎ𝑛 

右辺の 𝑥𝑛 を左辺に移項して，両辺を ℎ で割ると 

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
= 𝑛𝑥𝑛−1 +

1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2ℎ + ⋯ + 𝑛𝑥ℎ𝑛−2 + ℎ𝑛−1 

したがって 

(𝑥𝑛)′ = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
 

= lim
ℎ→0

{𝑛𝑥𝑛−1 +
1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2ℎ + ⋯ + 𝑛𝑥ℎ𝑛−2 + ℎ𝑛−1} 

= 𝑛𝑥𝑛−1 

 

  

 
参考 𝑛次関数の微分 
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（教科書 p.192） 

1 関数 𝑓(𝑥) = −3𝑥2 + 4𝑥 について，次の問に答えよ。 

(1) 𝑥 が −1 から −1 + ℎ まで変わるときの平均変化率を求めよ。 

𝑓(−1 + ℎ) − 𝑓(−1)

ℎ
 

=
{−3(−1 + ℎ)2 + 4(−1 + ℎ)} − {−3 ⋅ (−1)2 + 4 ⋅ (−1)}

ℎ
 

=
(−7 + 10ℎ − 3ℎ2) − (−7)

ℎ
 

=
10ℎ − 3ℎ2

ℎ
= 𝟏𝟎 − 𝟑𝒉 

 

(2) (1)の結果を利用して，微分係数 𝑓′(−1) を求めよ。 

𝑓′(−1) = lim
ℎ→0

𝑓(−1 + ℎ) − 𝑓(−1)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(10 − 3ℎ) = 𝟏𝟎 

 

2 導関数の定義にしたがって，関数 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑥 を微分せよ。 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

{3(𝑥 + ℎ)2 + 2(𝑥 + ℎ)} − (3𝑥2 + 2𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(3𝑥2 + 6𝑥ℎ + 3ℎ2 + 2𝑥 + 2ℎ) − (3𝑥2 + 2𝑥)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

6𝑥ℎ + 3ℎ2 + 2ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ(6𝑥 + 3ℎ + 2)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(6𝑥 + 3ℎ + 2) 

= 𝟔𝒙 + 𝟐 

 

 

3 次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = 4𝑥 − 5 

𝑦′ = (4𝑥)′ − (5)′ = 4(𝑥)′ − (5)′ 

= 4 ⋅ 1 − 0 = 𝟒 

 

(2) 𝑦 = −2𝑥2 + 3𝑥 + 1 

𝑦′ = (−2𝑥2)′ + (3𝑥)′ + (1)′ 

= −2(𝑥2)′ + 3(𝑥)′ + (1)′ 

= −2 ⋅ 2𝑥 + 3 ⋅ 1 + 0 

= −𝟒𝒙 + 𝟑 

 

 

(3) 𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥2 − 1 

𝑦′ = (𝑥3)′ + (3𝑥2)′ − (1)′ 

= (𝑥3)′ + 3(𝑥2)′ − (1)′ 

= 3𝑥2 + 3 ⋅ 2𝑥 − 0 

= 𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 

 

 

(4) 𝑦 = −
2

3
𝑥3 +

3

2
𝑥2 − 2𝑥 + 5 

𝑦′ = (−
2

3
𝑥3)

′

+ (
3

2
𝑥2)

′

− (2𝑥)′ + (5)′ 

= −
2

3
(𝑥3)′ +

3

2
(𝑥2)′ − 2(𝑥)′ + (5)′ 

= −
2

3
⋅ 3𝑥2 +

3

2
⋅ 2𝑥 − 2 ⋅ 1 + 0 

= −𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟐 

 

  

Training 
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4 次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = (4𝑥 − 3)(𝑥2 + 2𝑥 + 6) 

𝑦 = 4𝑥3 + 5𝑥2 + 18𝑥 − 18 であるから 

𝑦′ = (4𝑥3)′ + (5𝑥2)′ + (18𝑥)′ − (18)′ 

= 4 ⋅ 3𝑥2 + 5 ⋅ 2𝑥 + 18 ⋅ 1 − 0 

= 𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙 + 𝟏𝟖 

 

 

(2) 𝑦 = (2𝑥 + 3)3 

𝑦 = 8𝑥3 + 36𝑥2 + 54𝑥 + 27 であるから 

𝑦′ = (8𝑥3)′ + (36𝑥2)′ + (54𝑥)′ + (27)′ 

= 8 ⋅ 3𝑥2 + 36 ⋅ 2𝑥 + 54 ⋅ 1 + 0 

= 𝟐𝟒𝒙𝟐 + 𝟕𝟐𝒙 + 𝟓𝟒 

 

 

5 次の関数の導関数を求め，〔 〕内に示した 𝑥 の値における微分係数を求めよ。 

(1) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 2   〔𝑥 = −2〕 

𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟐 

𝒇′(−𝟐) = 2 ⋅ (−2) + 2 = −𝟐 

 

 

(2) 𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 3𝑥 − 4  〔𝑥 =
1

2
〕 

𝒇′(𝒙) = −𝟑𝒙𝟐 + 𝟑 

𝒇′ (
𝟏

𝟐
) = −3 ⋅ (

1

2
)

2

+ 3 =
𝟗

𝟒
 

 

6 関数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 − 7𝑥 + 𝑏 が，𝑓(1) = 1, 𝑓′(1) = −1 を満たすとき，定数 𝑎, 𝑏 の値を求めよ。 

𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 − 7 であるから 

𝑓(1) = 1 より   𝑎 − 7 + 𝑏 = 1 

すなわち  𝑎 + 𝑏 = 8  ……① 

𝑓′(1) = −1 より   2𝑎 − 7 = −1 

よって  𝑎 = 3 

①に代入して  𝑏 = 5 

したがって  𝒂 = 𝟑，𝒃 = 𝟓 

 

 

 

7 次のことを証明せよ。ただし，𝑎, 𝑏 は定数とする。 

(1) 𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)2 ならば 𝑦′ = 2𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏) 

𝑦 = 𝑎2𝑥2 + 2𝑎𝑏𝑥 + 𝑏2 より 

𝑦′ = 2𝑎2𝑥 + 2𝑎𝑏 = 2𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏) 

 

(2) 𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)3 ならば 𝑦′ = 3𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏)2 * 

𝑦 = 𝑎3𝑥3 + 3𝑎2𝑏𝑥2 + 3𝑎𝑏2𝑥 + 𝑏3 より 

𝑦′ = 3𝑎3𝑥2 + 6𝑎2𝑏𝑥 + 3𝑎𝑏2 

= 3𝑎(𝑎2𝑥2 + 2𝑎𝑏𝑥 + 𝑏2) 

= 3𝑎(𝑎𝑥 + 𝑏)2 

 

 

＊  𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛で表される関数の導関数については，次の公式が成り立つ。 

𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛  ならば 𝑦′ = 𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛−1 

ただし，𝑎, 𝑏 は定数で，𝑛 は正の整数とする。 
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