1節　三角関数
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)
[image: ]➊　一般角

平面上で，点を中心として半直線を回転させることを考える。このとき，半直線を動径といい，動径の始めの位置を示す半直線を始線という。
[image: ]回転にはつの向きがある。時計の針の回転と逆の向きを正の向き，時計の針の回転と同じ向きを負の向きという。
[image: ]たとえば，負の向きに回転したとき，この回転した角をと表す。また，正の向きに回転したあとさらに回転すると，全体として回転した角と考えられるから，この回転した角をと表す。
このように，負の角やよりも大きい角にまで意味を広げて考えた角を一般角という。
[image: ]また，を一般角として，始線の位置から点のまわりにだけ回転した動径を，角の動径という。

例1　半直線を始線として，の動径を図示すると，それぞれ次のようになる。
[image: ]




問1　を始線として，次の角の動径を図示せよ。
(1)　		(2)　		(3)　	(4)　









 (
数学
II
　
Standard
　
P.111
)右の図のように，の動径をとする。
[image: ]動径は回転するともとの位置に戻るから，たとえば



などの角の動径の位置は，の動径の位置と同じである。
さらに，を整数とするとき

の形で表される角の動径の位置は，すべての動径の位置と一致する。これらの角を動径の表す角という。
一般に，次のことがいえる。

	動径の表す一般角

	角の動径が表す一般角は
　　(は整数)



問2　次の図で，を始線としたときの動径の表す一般角を求めよ。
[image: ](1)　　　　　　　　　　　　　(2)　　　　　　　　　　　　(3)
[image: ][image: ]



問3　次の角を(は整数)の形で表すとき，を求めよ。ただし，とする。
(1)　				(2)　
(3)　				(4)　











 (
数学
II
　
Standard
　
P.112
)➋　弧度法

角の大きさを表すのに，これまでは回転をとする“度”という単位を用いてきた。
ここでは，弧の長さを用いた新しい角の表し方について学ぼう。
半径の円において
長さの弧に対する中心角の大きさ
をラジアンまたは弧度といい，これを単位とする角の表し方を弧度法という。
[image: ]中心角は弧の長さに比例するから，半径の円の周の長さに対する中心角を弧度法で表すとラジアンである。
すなわち
ラジアン
ラジアン
ラジアン
ラジアン
[image: ]いろいろな角について，度と弧度の対応は，次の図のようになる。





注意　弧度法では，ふつう単位名のラジアンを省略する。

例2　を弧度法で表してみよう。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-112-3.png]

問4　を弧度法で表せ。









 (
数学
II
　
Standard
　
P.113
)例3　弧度法による角を度で表してみよう。
[image: ]

問5　弧度法による角を度で表せ。
[image: ]
これからは，角の大きさを表すのに主として弧度法を用いる。
弧度法を用いると，角の動径が表す一般角は，次のように表される。
　　(は整数)

扇形の弧の長さと面積
半径，中心角の扇形の弧の長さを，面積をとする。つの円において，扇形の弧の長さと面積は，ともに中心角に比例するから
[image: ]
よって　　

すなわち


例4　半径，中心角の扇形の弧の長さを，面積をとすると


問6　半径，中心角の扇形の弧の長さと面積を求めよ。
[image: ]
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数学
II
　
Standard
　
P.114
)➌　三角関数

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-114-1.png]数学で学んだサイン(正弦)，コサイン(余弦)，タンジェント(正接)を，一般角について定義しよう。座標平面上で，原点を中心とする半径の円をかく。そして，軸の正の部分を始線として，角の動径と円の交点をとする。
このとき

の値は円の半径の大きさに関係なく，角だけによって定まるから，次のように表す。


	三角関数の定義

	



をまとめて，の三角関数という。
の場合，これらは数学で学んだ三角比の値と一致する。

注意　は，となるようなに対しては定義されない。

上の定義にもとづいて，いろいろな角の三角関数の値を求めてみよう。

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-114-2.png]例5　右の図で，原点を中心とする半径の円との動径の交点の座標はであるから








 (
数学
II
　
Standard
　
P.115
)[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-115-1.png]例6　右の図で，原点を中心とする半径の円との動径の交点の座標はであるから




[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-115-2.png]問7　が次の角のとき，の値を求めよ。
(1)　	(2)　		(3)　		(4)　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-115-3.png]例のように，角の動径が第象限にあるとき，を第象限の角という。
他の象限についても同様である。
の値の正負は，がどの象限の角であるかによって定まる。
これを図に示すと，次のようになる。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-115-4.png]






問8　次の条件を満たす角は第何象限の角か。
(1)　	(2)　









 (
数学
II
　
Standard
　
P.116
)三角関数と単位円
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-116-1.png]原点を中心とする半径の円を単位円という。単位円を用いて，三角関数の性質を調べてみよう。
右の図のように，単位円と角の動径の交点をとすると，三角関数の定義において，として
 
が成り立つ。すなわち，の座標は
 
点は単位円の周上にあるから，のとり得る値の範囲は次のようになる。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-116-2.png]
次に，単位円を表す円の方程式より

さらに，より　　　
また，の両辺をで割ると

よって　　
したがって，一般角の三角関数についても，数学で学んだ三角比と同様に，次の公式が成り立つ。

	三角関数の相互関係

	　
　　　　　　　　













	 (
数学
II
　
Standard
　
P.117
)例題1　三角関数の相互関係[1]

	が第象限の角で，のとき，の値を求めよ。

	解　より
が第象限の角であるから，である。
よって　　　……
また　　　　……



問9　(1)　が第象限の角で，のとき，の値を求めよ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-117-1.png](2)　が第象限の角で，のとき，の値を求めよ。

	例題2　三角関数の相互関係[2]

	が第象限の角で，のとき，の値を求めよ。

	解　より　　
が第象限の角であるから，である。
よって　　　……
また，より
　……



問10　が第象限の角で，のとき，の値を求めよ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-117-2.png]












	 (
数学
II
　
Standard
　
P.118
)例題3　相互関係による式の値

	のとき，の値を求めよ。

	解　与えられた式の両辺を乗すると

であるから　　
よって　　　　　……
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-118-1.png]また　　　　　


　……



問11　のとき，の値を求めよ。
[image: ]

	例題4　相互関係による式変形

	等式を証明せよ。

	[image: ]証明　

ゆえに　　



[image: ]問12　等式を証明せよ。
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P.119
)➍　三角関数の性質

を整数とするとき，角の動径は角の動径に一致するから，次の公式が成り立つ。

	の三角関数

		
	

	






例7　

[image: ]次に，角の動径は，角の動径と軸に関して対称であるから，点の座標をとすると，点の座標はとなる。よって



すなわち，の三角関数について，次の公式が成り立つ。

	の三角関数

		

	

	






例8　

問13　の値を求めよ。






 (
数学
II
　
Standard
　
P.120
)[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-120-1.png]角の動径は，角の動径を原点のまわりにだけ回転したもので，点と点は原点に関して対称である。
よって，点の座標をとすると，点の座標はとなる。



すなわち，の三角関数について，次の公式が成り立つ。

	の三角関数

		

	

	






例9　

問14　の値を求めよ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-120-2.png]
角の動径は，角の動径を原点のまわりにだけ回転したものであるから，点の座標をとすると，
点の座標はとなる。
よって　　










 (
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Standard
　
P.121
)すなわち，の三角関数について，次の公式が成り立つ。

	の三角関数

		

	

	






さらに，公式のをで置き換えることにより，次の公式が成り立つ。

	の三角関数

		
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	






[image: ][image: ][image: ]例10　


問15　次のにあてはまる鋭角を答えよ。
(1)　		(2)　
(3)　		(4)　
(5)　		(6)　
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Standard
　
P.122
)➎　三角関数のグラフ

のグラフ
[image: ]　右の図において，角の動径と単位円の交点の座標はである。すなわち，の座標がである。
このことを利用すると，関数

のグラフを次のようにしてかくことができる。
[image: ]





のグラフの形の曲線を正弦曲線という。

また，点の座標がであることから，関数

のグラフを次のようにしてかくことができる。
[image: ]




　のグラフはのグラフを軸方向にだけ平行移動したものであり，のグラフも正弦曲線である。










 (
数学
II
　
Standard
　
P.123
)のグラフ
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-123-1.png]　角の動径をとし，直線と直線の交点をとすると，の座標はである。
このことを利用すると，関数

のグラフを次のようにしてかくことができる。


[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-123-2.png]








　の範囲で考えると，がから増加するにつれて，の値も増加する。そして，がに近づけば，の値は限りなく大きくなり，グラフは直線に限りなく近づいていく。
このように，グラフがある直線に限りなく近づくとき，その直線をグラフの漸近線という。同様に考えると，直線
 
は，のグラフの漸近線である。












 (
数学
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Standard
　
P.124
)三角関数のグラフの性質
については，次の公式が成り立つ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-124-1.png]
このことから，のグラフはごとに同じ形がくり返されることがわかる。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-124-2.png]




一般に，関数について，でない定数があって，等式

がすべてのに対して成り立つとき，を，を周期とする周期関数という。このとき，周期は無数にあるが，ふつうは，正で最小のものを周期という。
三角関数は周期関数で，の周期はである。また，が成り立つので，の周期はである。
さらに，ページの公式より

このことから，関数のグラフは軸に関して対称であり，関数のグラフは原点に関して対称であることがわかる。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-124-3.png]




また，が成り立つので，のグラフは原点に関して対称である。

	








 (
数学
II
　
Standard
　
P.125
)いろいろな三角関数のグラフ

例11　のグラフをもとにして，のグラフをかいてみよう。
のグラフは
のグラフを軸方向に倍
に拡大したものである。
関数の周期はと同じくである。
[image: ]






問16　のグラフをかけ。また，その周期を求めよ。
[image: ]







問17　のグラフをかけ。また，その周期を求めよ。
[image: ]




[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-125-4.png]






 (
数学
II
　
Standard
　
P.126
)例12　のグラフをもとにして，のグラフをかいてみよう。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-126-1.png]




[bookmark: _GoBack]
上の表からわかるように，のグラフは
のグラフを軸方向にだけ平行移動
したものである。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-126-2.png]関数の周期は，と同じくである。






問18　のグラフをかけ。また，その周期を求めよ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-126-3.png][image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-126-4.png]
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)[image: ]例13　のグラフをもとにして，のグラフをかいてみよう。
右の表からわかるように

のグラフは

のグラフを軸方向に倍に縮小したものである。
したがって，関数の周期はの周期の倍で，である。
[image: ]





上と同様に考えると，を正の定数とするとき，の周期はであり，の周期はである。また，の周期はである。

問19　のグラフをかけ。また，その周期を求めよ。
[image: ]



[image: ]

[image: ]問20　のグラフをかけ。また，その周期を求めよ。









 (
数学
II
　
Standard
　
P.128
)➏　三角関数を含む方程式・不等式

三角関数を含む方程式や不等式を解いてみよう。

	例題5　三角関数を含む方程式

	のとき，次の方程式を満たすの値を求めよ。
(1)　			(2)　

	解　(1)　右の図のように，単位円の周上で，座標がとなる点をとすると，動径の表す角が求める角である。
よって，の範囲での値を求めると
 

(2)　右の図のように，点と原点を通る直線と単位円の交点をとすると，動径の表す角が求める角である。よって，の範囲での値を求めると
 

[image: ][image: ]



問 21　のとき，次の方程式を満たすの値を求めよ。
(1)　	(2)　	(3)　
[image: ]











	 (
数学
II
　
Standard
　
P.129
)例題6　三角関数を含むやや複雑な方程式

	のとき，方程式を満たすの値を求めよ。

	[image: ]考え方　の値の範囲に注意して，まずの値を求める。
解　のとき
　　……①
単位円の周上で，座標がとなるの値は，①の範囲で
 
ゆえに　　




[image: ]注意　例題の解は，関数のグラフが直線と交わる点のの値である。








問 22　のとき，次の方程式を満たすの値を求めよ。
(1)　		(2)　
[image: ]









	 (
数学
II
　
Standard
　
P.130
)例題7　三角関数を含む不等式[1]

	のとき，次の不等式を満たすの値の範囲を求めよ。
(1)　		(2)　

	[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-130-1.png]解　(1)　の範囲で，となるの値は
 
であるから，求める角の動径は，右の図の斜線部分にある。
ゆえに　　


(2)　の範囲で，となるの値は
 
であるから，求める角の動径は，右の図の斜線部分にある。
ゆえに　　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-130-2.png]



[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-130-3.png]注意　例題(1)の解は，関数のグラフが直線より下側にあるの値の範囲である。

問23　のとき，次の不等式を満たすの値の範囲を求めよ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-130-4.png](1)　		(2)　		(3)　








	 (
数学
II
　
Standard
　
P.131
)例題8　三角関数を含む不等式[2]

	のとき，不等式を満たすの値の範囲を求めよ。

	解　の範囲で，となるの値は

となるの値は
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-131-1.png]
よって，右の図から，不等式を満たすの値の範囲は




[image: C:\Users\KyNSM1\Desktop\SuII-std-PNG\II-std-131-2.png]注意　例題の解は，関数のグラフが直線より下側で，しかも直線より上側にあるの値の範囲である。






問 24　のとき，次の不等式を満たすの値の範囲を求めよ。
(1)　	(2)　
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-131-3.png]












 (
数学
II
　
Standard
　
P.132
)　例題　三角関数を含む関数の最大・最小

やや複雑な三角関数を含む関数の最大値，最小値を調べてみよう。

	例題

	のとき，次の関数の最大値と最小値を求めよ。
また，そのときのの値を求めよ。


	考え方　とおくことによって，与えられた関数をの次関数とみて考える。
解　とおくと，より
　　……①
また，をで表すと

よって，①の範囲でこの関数は
のとき　　最大値
[image: ]のとき　最小値
をとる。ここで，より
となるのは	のとき
となるのは	のとき
したがって
のとき		最大値
のとき	最小値



問1　のとき，次の関数の最大値と最小値を求めよ。また，そのときのの値を求めよ。
(1)　	(2)　









 (
数学
II
　
Standard
　
P.133
) 

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-1.png]1　半径，中心角の扇形の弧の長さと面積を求めよ。

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-2.png]2　が次の角のとき，の値を求めよ。
(1)　	(2)　	(3)　	(4)　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-3.png]3　次の問に答えよ。
(1)　が第象限の角でのとき，の値を求めよ。
(2)　が第象限の角でのとき，の値を求めよ。

4　は第象限の角で，のとき，次の値を求めよ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-5.png](1)　	(2)　	(3)　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-5.png]5　等式を証明せよ。

6　とおくとき，次の値をを用いて表せ。
[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-6.png](1)　	(2)　	(3)　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-7.png]7　次の関数のグラフをかけ。また，その周期を求めよ。
(1)　	(2)　	(3)　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-8.png]8　のとき，次の方程式を満たすの値を求めよ。
(1)　	(2)　	(3)　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-9.png]9　のとき，次の方程式を満たすの値を求めよ。
(1)　	(2)　

[image: \\10.133.53.90\Livretech\PNG\2017-03-27_SuII-std-PNG\SuII-std-PNG\II-std-133-10.png]10　のとき，次の不等式を満たすの値の範囲を求めよ。
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