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1節 指数関数
整数の指数1

　ａをｎ個掛け合わせたものを anと書き，

ａのｎ乗とよぶ。また，ｎを anの 指数 と
いい，a，a2，a3，$$$をａの 累

るい

乗
じょう

 という。 � 5

指数法則

　指数ｎが０または負の整数であるとき，累乗 anをどのように定めれば
よいか考えてみよう。
　たとえば，累乗 2nの指数ｎが正の整数のとき，指数ｎが１増えるごと
に 2nの値は２倍になる。

　このことを逆に見ると，指数ｎが１減るごとに 2nの値は
2
1 倍になる。

　よって，指数が０や負の整数のときにもこの規則が成り立つように，20，

2 1-，2 2- ，2 3- ，$$$を次のように定めればよいことがわかる。

10

　一般に，指数が０または負の整数のときの累乗を，次のように定める。

a 0]  で，ｎが正の整数のとき

　　　　　　　a 10= ，　　a
a
1n
n=-

a0，a n- の定義 15

次の値を求めよ。
(1 )  3 2-  (2 )  50 (3 )  6 2-  (4 )  4 3- -] g

問 1
20

(1 )   3 10 = 　　　　　　　(2 )  2
2
1

16
14

4
= =-例 1

n 個
a a a a# #$$$# =
6 7 84444 4444

n

指数
↓
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　一般に，m，nが正の整数のとき，次の指数法則が成り立つ。
　　(1 ) a a am n m n= + 　　(2 ) a am n mn=] g 　　(3 ) ab a bn n n=] g

　指数が０または負の整数であるときの累乗を，前ページのように定め
ると，m，nがどのような整数であっても，次の 指数法則 が成り立つ。

a 0] ，b 0]  で，m，nが整数のとき
(1 )  a a am n m n= +  (1l)　a a am n m n' = -

(2 )  a am n mn=] g

(3 )  ab a bn n n=] g  (3l) 
b
a

b
an

n

n

=d n

指数法則5

m 5= ，n 3=-  のとき，上の指数法則 (1l)，(3l)が成り立つことを
確かめよ。

15 問 2

(1 )  a a a a
a
15 3 5 3 2
2# = = =- - + -] g

(2 )  a a a3 4 3 4 12= =#- - - -] ] ]g g g

(3 )  a b a b a b
a
b2 1 2 2 2 1 2 4 2
4

2

#= = =- - - - - -] ] ]g g g

例 2

次の計算をせよ。 p.162 Training 1 　p.176 LevelUp 1

(1 )  a a3 5
#

- -  (2 )  a a3 5
'

- -  (3 )  a b2 3 2- -] g

(4 )  a a a3 5 4
# '

- -  (5 )  a a a2 3 4 6
' #

- -] g

20 問 3

　m 5= ，n 3=-  のとき，上の指数法則 (1 )，(2 )，(3 ) が成り立つこと
を確かめてみよう。

　(1 )  a a a
a

a a
15 3 5
3

2 5 3# #= = =- + -] g

　(2 )  a
a a a

a a
1 1 15 3
5 3 5 3 15

15 5 3= = = = =#

#- - -]
]

]g
g

g

　(3 )  ab
ab a b a b

a b
1 1 1 13

3 3 3 3 3
3 3#= = = =- - -]

]
g

g

10
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累乗根2
　体積が８の立方体の１辺の長さは２である。
すなわち　　　x 83 =

を満たすｘの値は２である。
　一般に，ある実数ａに対して，３乗してａにな
る数，すなわち
　　　　　　　　　　　x a3 =

を満たすｘの値を，ａの ３乗根 という。たとえば，２は８の３乗根である。
　実数の範囲で考えれば，実数ａの３乗根はただ１つしかない。これを

a3 と表す。たとえば， 8 23 =  である。

� 5

10

2 83- =-] g  であるから

8 23 - =-

例 3

次の値を求めよ。
(1 )  273  (2 )  273 -  (3 )  643  (4 )  643 -

問 4

　一般に，正の整数ｎに対して，ｎ乗して実数ａになる数，すなわち
　　　　　　　　　　　x an=

を満たすｘの値を，ａの ｎ乗根 という。平方根は２乗根である。
　２乗根，３乗根，４乗根，$$$をまとめて 累乗根 という。
　この章では，累乗根は実数の範囲で考えることにする。

15

(1 )  5 1253 =  であるから
　　　　　　　　 5は 125の３乗根である。
(2 )  2 164 = ， 2 164- =] g  であるから
　　　　　　　　 2， 2- は 16の４乗根である。

例 4 20

次の値を求めよ。
(1 )  81の平方根 (2 )  216の３乗根 (3 )  625の４乗根

問 5
25
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　実数ａのｎ乗根について，次のことがいえる。
(1 ) ｎが奇数のとき
　 ａのｎ乗根はａの正負に関係なくただ

１つある。それを an と表す。
　たとえば
　　　32の５乗根は 32 25 =

　　　 32-  の５乗根は　 32 25 - =-

　　　０の５乗根は 0 05 =

(2 ) ｎが偶数のとき
　1　a 02  ならば，ａのｎ乗根は正と
負の２つある。正の方を an ，負の方
を an- と表す。

　　たとえば，16の４乗根は
　　　　 16 24 = と 16 24- =-

　2　a 0=  ならば，ａのｎ乗根は
　　ただ１つであり　　 0 0n =

　3　a 01  ならば，ａのｎ乗根は存在
しない。

5

10

15

a2 はふつう a と書く。注意

(1 )   2 1287- =-] g  であるから

 　　　　　 128 27 - =-

(2 )   814 は 81の４乗根 3! のうち，正の方であるから

 　　　　　 81 34 =

例 520

次の値を求めよ。  p.162 Training 2

(1 )  2564  (2 )  2435 -  (3 )  646

問 6
25
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累乗根の性質

　累乗根の定義から，正の整数ｎについて次のことが成り立つ。

　　　a 02  のとき　　　 a an n
=^ h

　また，累乗根について，次の性質が成り立つ。

a 02 ，b 02  で，m，nが正の整数のとき

(1 )  a b abn n n=  (2 )  
b

a
b
a

n

n

n=

(3 )  a an m mn=^ h  (4 )  a anm mn=

累乗根の性質 � 5

(3 ) の証明
　　 a xn m =^ h  とおくと　　x a a an n m n n n m m= = =^ ^h h" ", ,

　　x 02  であるから，ｘは amの正のｎ乗根である。
　　よって　　　x amn=

　　すなわち　　 a an m mn=^ h

10

上の (3 ) の証明にならって，(4 ) を証明せよ。問 7

(1 )   2 3 2 3 63 3 3 3# #= = 　　

(2 )   
2
12

2
12

6
4

4

4 4= =

(3 )   9 9 36 3 36 2 36= =^ ]h g

	 3 366= =

(4 )   4 4 43 32 6= =

 4 4 223 3 3= = =

15例 6

20

次の計算をせよ。  p.162 Training 3

(1 )  5 73 3
#  (2 )  18 64 4

'  (3 )  254 2^ h

(4 )  2723  (5 )  3235

問 8



155

指
数
関
数

1
節

4
章

有理数の指数3
　a 02  のとき，有理数ｒを指数とする累乗 arをどのように定めればよ
いか考えてみよう。
　151ページで学んだように，m，nが整数のとき，指数法則 (2 )

　　　　　　　　　　　 a am n mn=] g

が成り立つ。たとえば，m
3
2

=  ，n 3=  のときにもこの法則が成り立つ

とすると

　　　　　　　　　　　 a a a3
2 3

3
2
3 2= =#_ i

となる。この式は，a 3
2

が a2の３乗根であることを示しているから
　　　　　　　　　　　a a3

2
23=

と定めればよいことがわかる。
　一般に，次のように定める。

5

10

a 02  で，ｍが整数，ｎが正の整数のとき
　　　　　　　　　a an

m
mn=

とくに　　　　　　a an
n

1

= ，　　a a2
1

=

有理数を指数とする累乗

15

(1 )  16 16 2 2
1
4

4 44= = =

(2 )  8 8 64 4 43

2
23 3 33= = = =

(3 )  8 8
64
1

64
1

4
1

4
1

3
2

23 3

3 33
= = = = =- -

例 7

次の値を求めよ。
(1 )  25 2

1

 (2 )  16 4
3

 (3 )  9 2
1

-  (4 )  27 3
2

-

問 920

次の式を a n
m

の形で表せ。
(1 )  a3  (2 )  a3  (3 )  a4

5^ h  (4 )  a4
3-^ h

問10
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　有理数を指数とする累乗を前ページのように定めると，たとえば
　　　a a a a a a a a a2

1
3
2

6
3

6
4

36 46 3 46
6
3 4

2
1

3
2

# # #= = = = =+
+

+

となる。このように，151ページの指数法則は，指数を有理数にまで拡張
しても成り立つ。

a 02 ，b 02  で，p，qが有理数のとき
(1 )  a a ap q p q= +  (1l)  a a ap q p q' = -

(2 )  a ap q pq=] g

(3 )  ab a bp p p=] g  (3l)　
b
a

b
ap

p

p

=d n

指数法則 � 5

(1 )  2 2 2 2 82
1

2 2
1

2
5

3
5

# = = =+

(2 )  3 3 3 273
2
2
9

3
2

2
9

3= = =#_ i

例 8 10

次の計算をせよ。 

(1 )  3 33
5

3
1

#  (2 )  6 62
1

2
3

'  (3 )  4 3
4
2
3

_ i

問11

(1 )   2 2 2 2 2 2 2 436 3
6
3

2
3

6
3

2
3

2
1

2
3

2# #= = = = =+ +^ h

(2 )  81 81 27 3 3273
2
3

3
2

4
2
3

3
3
2

23 ' '' == ] ]g g

	 3 3 3 3 816 2 6 2 4'= = = =-

例 9
15

次の計算をせよ。 � p.162 Training 4 　p.176 LevelUp 2,3

(1 )  2 25 2 5 3
#^ h  (2 )  9 813 46

'

問12

　指数ｐが無理数のときにも，正の数ａに対してa pを定めることができる。
　たとえば， .2 1 41421$$$=  に対して，有理数を指数とする３の累乗の列

　　3 3 3 3 3. . . .1 1 4 1 41 1 414 1 4142， ， ， ， ，$$$

は，しだいに一定の値に近づいていくから， 
その値を 3 2 と定める。
　　 .3 3 4 72880.2 1 41421 $$$= =$$$

　累乗の指数を，このように実数にまで拡張
しても，上の指数法則はそのまま成り立つ。

20

25

31 3=

3 .1 4 .4 65553672$$$=

3 .1 41 .4 70696500$$$=

3 .1 414 .4 72769503$$$=

3 .1 4142 .4 72873393$$$=

$
$
$
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指数関数とそのグラフ4
　a 02 ，a 1]  のとき
　　　　　　　　　　　y ax=

で表される関数を，ａを 底
てい

 とする 指数関数 という。

指数関数のグラフ5

　２を底とする指数関数 y 2x=  のグラフについて考えてみよう。

　たとえば，ｘが
2
1  ，

2
3  ，

2
1

- のときの 2xの値は，次のようになる。

　　　　　　 .2 2 1 412
1

]=

　　　　　　 .2 2 2 2 2 2 2 832
3

1
2
1

2
1

# ]= = =+

　　　　　　 .2
2

1
2
1

2
2

0 712
1

2
1 ]= = =-

　いろいろなｘの値に対する 2xの値は，次の表のようになる。

10

x $$$ 2-
2
3

- 1-
2
1

- ０
2
1 １

2
3 ２ $$$

y 2x= $$$ .0 25 .0 35 .0 5 .0 71 １ .1 41 ２ .2 83 ４ $$$

　上のように，ｘの値に対するｙの
値を求め，x，yの値の組 ,x y] gを
座標とする点を座標平面上にとっ
ていくと，右の図のような曲線が
得られる。
　これが指数関数
　　　　y 2x=

のグラフである。

15
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　指数関数 y 2x=  のグラフと y
2
1 x

= d n  のグラフを比べてみよう。

ｘ $$$ 4- 3- 2- 1- ０ １ ２ ３ ４ $$$

y 2x= $$$
16
1

8
1

4
1

2
1 １ ２ ４ ８ 16 $$$

y
2
1 x

= d n $$$ 16 ８ ４ ２ １
2
1

4
1

8
1

16
1
$$$

　　y 2 x= と y
2
1

2
x

x= = -d n

とでは， x と x- が入れかわっている。
　したがって，y 2x=  のグラフと

y
2
1 x

= d n  のグラフは，ｙ軸に関して対称

である。
　一般に，関数 y ax=  のグラフと関数 y

a
1 x

= d n  のグラフは，ｙ軸に
関して対称である。
　指数関数 y ax=  のグラフは
　a 12  のときは，y 2x=  のグラフと同様に右上がりの曲線，

　 a0 11 1  のときは，y
2
1 x

= d n  のグラフと同様に右下がりの曲線

となる。

� 5

10

関数 y 3x=  と関数 y
3
1 x

= d n  のグラフをかけ。 p.162 Training 5問13
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指数関数の性質

　指数関数 y ax=  の性質をまとめると，次のようになる。

　また，a 02 ，a 1]  のとき，次のことが成り立つ。

a ap q= 　,　p q=10

２つの数 2， 43 の大小を比較せよ。1
２つの数を 2xの形で表し，底が１より大きいから，ｘが増加すると

2xも増加することを利用する。

2 2 4 2 22
1

3 23
3
2

，　= = =

である。ここで

　　　　　　
2
1

3
2

1

であり，y 2x=  の底２は１より大きいから
　　　　　 2 22

1
3
2

1

すなわち　 2 431

考え方

解15

20

次の２つの数の大小を比較せよ。 p.162 Training 6 　p.176 LevelUp 4

(1 )  9 273 4，  (2 )  
9
1

27
13 4，

問14

[1 ]  定義域は実数全体，値域は正の実数全体 である。
[2 ]  グラフは点 ,0 1] gと点 , a1] gを通り，ｘ軸が 漸近線 になる。
[3 ]  a 12  のとき，ｘの値が増加するとｙの値も 増加 する。
　　　　すなわち　　　p q1 　,　a ap q1

　　 a0 11 1  のとき，ｘの値が増加するとｙの値は 減少 する。
　　　　すなわち　　　p q1 　,　a ap q2

5

　 大小比較例 題
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指数関数を含む方程式・不等式

　指数関数の性質を用いて，次の方程式，不等式を解いてみよう。

方程式 8 2x x 4= +  を解け。2
8 2 2x x x3 3= =] g  であるから　　2 2x x3 4= +

ゆえに　　　　 x x3 4= +

したがって　　 x 2=

解 � 5

a a p qp q,= =

次の方程式を解け。 p.162 Training 7

(1 )  9
3
1x =  (2 )  

4
1

2
1x x 1

=
-

d dn n 　

問15

次の不等式を解け。

(1 )  3 9
x1^ h  (2 )  

2
1

16
1x

Fd n

3

(1 )  3 3 3
x x x

2
1

2= =^ _h i ，9 32=  であるから

 　　　　　　　　3 3
x
2

21

 y 3x=  の底３は１より大きいから

 　　　　　　　　 x
2

21

 ゆえに　　　　　x 41

(2 )  
16
1

2
1 4

= d n  であるから　　
2
1

2
1x 4

Fd dn n

 y
2
1 x

= d n  の底
2
1 は１より小さいから　　x 4E

解

15

次の不等式を解け。 p.162 Training 8

(1 )  4 32x2  (2 )  
9
1

27
1x

Ed n

問16 20

　 指数関数を含む方程式例 題

　 指数関数を含む不等式例 題 10
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Challenge
チャレンジ

指数関数を含む方程式・不等式例題

　置き換えを用いて，指数関数を含む方程式，不等式を解いてみよう。

次の方程式，不等式を解け。
(1 )  9 2 3 3 0x x#- - = 　　　(2 ) 4 5 2 1 0x x1 # 2- ++5

(1 )  9 3 3 3x x xx2 2 2= = =] ]g g  であるから

 　　 3 2 3 3 0x x2 # - =-] g

 ここで， t3x =  とおくと，t 02  であり

 　　 t t2 3 02- - =

 　　 t t1 3 0+ - =] ]g g

 t 02  より　　t 3=

 すなわち　 3 3x =

 ゆえに　 x 1=

(2 )  4 4 4 4 2 4 2 4 2x x x x x1 2 2 2# # # #= = = =+ ] ]g g  であるから

 　　4 2 5 2 1 0x x2# # 2- +] g

 ここで， t2x =  とおくと，t 02  であり

 　　 t t4 5 1 02 2- +

 　　 t t4 1 1 02- -] ]g g

 　　 t t
4

1
1
，1 1

 t 02  であるから　　 t t0
4
1

1，1 1 1

 すなわち　　0 2 2 2 2x x2 0，1 1 1-

 t 2x=  の底２は１より大きいから　　x x2 0，1 1-

解

10

15

20

次の方程式，不等式を解け。  p.176 LevelUp 5,6

(1 )  
9
1

2
3
1

3 0
x x

#+ - =d dn n 　　　(2 )  4 2 8 0x x 1 F- -+

問 1

例 題
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 次の式を簡単にし，その結果を負の指数を用いずに表せ。 p.151

 (1 )　a a2 4
#

-  (2 )　a a
a
15 3

2

' #
- - d n  (3 )　 a b a b2 1 3 4 2

# #
- - -] g

1

 次の値を求めよ。  p.153

 (1 )　 2163 -  (2 )　 7296  (3 )　 6254-

2
� 5

 次の計算をせよ。  p.154

 (1 )　 125 54 4
# 　　(2 )　 100 1043 23

' 　　(3 )　 494 2^ h

 (4 )　 12523 	 (5 )　 6443

3

 次の計算をせよ。  p.156

 (1 )　 16 326 13
#

-  (2 )　9 3 33
1

53
2
1

' #
-

4
10

 関数 y 3x=  のグラフと次の関数のグラフは，どのような位置関係にあ
るか答えよ。  p.158

 (1 )　y 3x=-  (2 )　y
3
1
x=  (3 )　y 3 1x= +  (4 )　y 3x 1= -

5

 次の各組の数を小さい方から順に並べよ。  p.159

 (1 )　 3 9 275 7， ，  (2 )　
2
1

4
1

8
13 8， ，

6

15

 次の方程式を解け。  p.160

 (1 )　4
8
1x =  (2 )　

25
1

125
1x x 2

=
-

d dn n

7

 次の不等式を解け。  p.160

 (1 )　3 27x 12-  (2 )　
2
1

2 2
1x x1

E
-

d dn n

8


