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（教科書 p.206） 

関数 𝑓(𝑥) が与えられたとき，微分して 𝑓(𝑥) になる関数，すなわち 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

を満たす関数 𝐹(𝑥) を，関数 𝑓(𝑥) の（①  原始関数  ）という。 

 

(𝑥2)′ = 2𝑥 であるから，𝑥2 は（   2𝑥 の原始関数  ）であ

る。 

𝑥2 +
1

2
, 𝑥2 + 2, 𝑥2 − 3  

なども微分して（    2𝑥   ）になる関数であるから，（   2𝑥 の原始関数  ）であ

る。 

このように，2𝑥 の原始関数は（  無数  ）に存在する。 

 

いま，𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とすると，𝑓(𝑥) の任意の原始関数 𝐺(𝑥) について 

{𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥)}′ = 𝐺′(𝑥) − 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0 

ゆえに，195 ページで学んだことにより，𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥) は定数となる。 

この定数を 𝐶 とすると 

𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥) = 𝐶 すなわち 𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

以上より，𝑓(𝑥) の任意の原始関数は次のように表される。 

𝐹(𝑥) + 𝐶 

これらをまとめて ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 と表し，𝑓(𝑥) の（②  不定積分  ）という。 

すなわち   （③  ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 (𝐶 は定数)  ） 

ここで，𝐶 は（④  積分定数  ）といい，関数 𝑓(𝑥) の不定積分を求めることを，𝑓(𝑥) を 

（⑤  積分する  ）という。 

 

(𝑥2)′ = 2𝑥 であるから 

∫ 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝐶 

(𝐶 は積分定数) 

（教科書 p.207） 

 

𝒙𝒏 の不定積分 

𝑛 が正の整数または 0 のとき 

∫ 𝒙𝒏 𝒅𝒙 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
𝒙𝒏+𝟏 + 𝑪 

注意 ∫ 1 𝑑𝑥 は，∫ 𝑑𝑥 と書くことが多い。 

 

関数 𝑦 = 𝑥4 を積分せよ。 

∫ 𝑥4𝑑𝑥 =
𝟏

𝟓
𝒙𝟓 + 𝑪 

 

定数倍，和，差の不定積分 

１ ∫ 𝒌𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙   ( 𝑘 は定数) 

２ ∫{𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)} 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 

３ ∫{𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)}𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 − ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 

 

∫(3𝑥2 − 6𝑥 + 2)𝑑𝑥 = 3 ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 − 6 ∫ 𝑥 𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝑑𝑥 

= 3 ⋅
1

3
𝑥3 − 6 ⋅

1

2
𝑥2 + 2 ⋅ 𝑥 + 𝐶 

= 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 + 𝐶 

 

注意 例 3 のように，積分定数は 1 つにまとめて書けばよい。 

  

例 １ 

問１ 

３ 節 積分 
1 不定積分 

例 ３ 

不定積分の計算 

例 ２ 
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次の不定積分を求めよ。 

(1) ∫(−2) 𝑑𝑥 

= −𝟐𝒙 + 𝑪 

 

(2) ∫(2𝑥 − 3)𝑑𝑥 

= 2 ⋅
1

2
𝑥2 − 3𝑥 + 𝐶 

= 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝑪 

 

(3) ∫(9𝑥2 − 5𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

= 9 ⋅
1

3
𝑥3 − 5 ⋅

1

2
𝑥2 − 𝑥 + 𝐶 

= 𝟑𝒙𝟑 −
𝟓

𝟐
𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝑪 

 

 
 
次の不定積分を求めよ。 

(1) ∫(𝑥 + 1)(2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 (2) ∫ 𝑡(3𝑡 + 1) 𝑑𝑡 

 

(1) ∫(𝑥 + 1)(2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 = ∫(2𝑥2 + 𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

=
2

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 − 𝑥 + 𝐶 

(2) ∫ 𝑡(3𝑡 + 1) 𝑑𝑡 = ∫(3𝑡2 + 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡3 +
1

2
𝑡2 + 𝐶 

 

次の不定積分を求めよ。 

(1) ∫(5𝑥 + 2)(5𝑥 − 2) 𝑑𝑥 

= ∫(25𝑥2 − 4) 𝑑𝑥 

=
𝟐𝟓

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 + 𝑪 

 

(2) ∫(3𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 

= ∫(9𝑥2 − 12𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

= 𝟑𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝑪 

 (3) ∫(4𝑡 − 3)(2𝑡 + 3) 𝑑𝑡 

= ∫(8𝑡2 + 6𝑡 − 9) 𝑑𝑡 

=
𝟖

𝟑
𝒕𝟑 + 𝟑𝒕𝟐 − 𝟗𝒕 + 𝑪 

 

 

条件 𝐹′(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥, 𝐹(3) = −1 を満たす関数 𝐹(𝑥) を求めてみよう。 

𝐹′(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 より 

𝐹(𝑥) = ∫(𝑥2 − 3𝑥) 𝑑𝑥 =
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 + 𝐶 

𝐹(3) = −1 より 
1

3
⋅ 33 −

3

2
⋅ 32 + 𝐶 = −1 

よって 𝐶 =
7

2
 

ゆえに 𝐹(𝑥) =
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 +

7

2
 

 

𝐹′(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 2, 𝐹(0) = 1 を満たす関数 𝐹(𝑥) を求めよ。 

𝐹(𝑥) = ∫(𝑥2 + 𝑥 − 2) 𝑑𝑥 

=
1

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 − 2𝑥 + 𝐶 

 𝑥 = 0 を代入すると 

𝐹(0) = 𝐶 = 1 

よって  𝑭(𝒙) =
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 +

𝟏

𝟐
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏  

問２ 

１ 
 

例題 

問３ 

例 ４ 

問４ 

 解 
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関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは点 A(1, 5) を通り，このグラフ上の各点 (𝑥, 𝑦) における接線の

傾きは 3𝑥2 − 4𝑥 である。この関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

 

𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフ上の点 (𝑥, 𝑦) における接線の傾きは 𝑓′(𝑥) であるから，条件より 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4𝑥 

よって   𝑓(𝑥) = ∫(3𝑥2 − 4𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝐶 

𝑓(1) = 5 であるから 

13 − 2 ⋅ 12 + 𝐶 = 5 

すなわち  𝐶 = 6 

ゆえに   𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 6 

 

関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは点 A(−1, 3) を通り，このグラフ上の各点 (𝑥, 𝑦) における接線の

傾きは −6𝑥2 + 2𝑥 である。この関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑓′(𝑥) = −6𝑥2 + 2𝑥 より 

𝑓(𝑥) = ∫(−6𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥 

= −2𝑥3 + 𝑥2 + 𝐶 

点 A(−1，3) を通るから  𝑓(−1) = 3 

よって  2 + 1 + 𝐶 = 3  

ゆえに      𝐶 = 0 

したがって  𝒇(𝒙) = −𝟐𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 

 

 

 

関数 𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とするとき，差 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) を 𝑓(𝑥) の 𝑎 から 𝑏 まで

の 

（⑥  定積分  ）といい，記号 

（⑦  ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  ） 

で表す。𝑎 をこの定積分の（⑧  下端  ），𝑏 を（⑨  上端  ）という。また，この定積分を

求めることを，𝑓(𝑥) を（⑩  𝑎 から 𝑏 まで積分する  ）という。 

𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) を記号（⑪   [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏  ）で表す。 

定積分 

𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とすると 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= [𝑭(𝒙)]𝒂
𝒃 = 𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂) 

 

 
 
次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ 𝑥2 𝑑𝑥
3

1
   (2) ∫ (5𝑡 − 𝑡2) 𝑑𝑡

2

−1
 

(3) ∫ (𝑥 − 2)2 𝑑𝑥
3

0
 

(1) ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = [
1

3
𝑥3]

1

33

1
 

=
1

3
⋅ 33 −

1

3
⋅ 13 =

26

3
 

(2) ∫ (5𝑡 − 𝑡2) 𝑑𝑡
2

−1
 

= [
5

2
𝑡2 −

1

3
𝑡3]

−1

2

 

= (
5

2
⋅ 22 −

1

3
⋅ 23) − {

5

2
⋅ (−1)2 −

1

3
⋅ (−1)3} =

9

2
 

(3) ∫ (𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 = ∫ (𝑥2 − 4𝑥 + 4) 𝑑𝑥
3

0

3

0
 

= [
1

3
𝑥3 − 2𝑥2 + 4𝑥]

0

3

 

= (
1

3
⋅ 33 − 2 ⋅ 32 + 4 ⋅ 3) − 0 = 3 

 

注意 ∫ (5𝑡 − 𝑡2) 𝑑𝑡 = ∫ (5𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥
2

−1

2

−1
 である。 

このように，定積分の値は変数を他の文字で置き換えても変わらない。 

２ 定積分 

３ 
 

例題 

 解 

定積分 ２ 
 

例題 

 解 

問５ 
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次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ (𝑥2 − 2𝑥) 𝑑𝑥
3

1
 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 ]

1

3

 

= (9 − 9) − (
1

3
− 1) 

=
𝟐

𝟑
 

 

(2) ∫ (5 − 3𝑡2) 𝑑𝑡
0

−2
 

= [5𝑡 − 𝑡3]−2
0  

= 0 − (−10 + 8) 

= 𝟐 

 

(3) ∫ (3𝑥2 + 14𝑥 − 8) 𝑑𝑥
1

−1
 

= [𝑥3 + 7𝑥2 − 8𝑥]−1
1  

= (1 + 7 − 8) − (−1 + 7 + 8) = −𝟏𝟒 

 

(4) ∫ (4𝑥 − 3)2 𝑑𝑥
2

1
 

= ∫ (16𝑥2 − 24𝑥 + 9) 𝑑𝑥
2

1

 

= [
16

3
𝑥3 − 12𝑥2 + 9𝑥]

1

2

 

= (
128

3
− 48 + 18) − (

16

3
− 12 + 9) 

=
𝟑𝟏

𝟑
 

（教科書 p.212） 

定積分についても，不定積分の場合と同様に，次の公式が成り立つ。 

定積分の公式 

１ ∫ 𝒌𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
 ( 𝑘 は定数) 

２ ∫ {𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)}𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
 

３ ∫ {𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)} 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 − ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
 

 

上の公式を用いると，次のように計算することもできる。 

(1) ∫ (𝑥2 − 4𝑥 + 3) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2𝑑𝑥 − 4 ∫ 𝑥𝑑𝑥 + 3 ∫ 𝑑𝑥
2

0

2

0

2

0

2

0
 

= [
1

3
𝑥3]

0

2

− 4 [
1

2
𝑥2]

0

2

+ 3[𝑥]0
2 

=
1

3
⋅ 23 − 4 (

1

2
⋅ 22) + 3 ⋅ 2 

=
2

3
 

(2) ∫ (6𝑥 − 𝑥2) 𝑑𝑥 + 2 ∫ (𝑥2 − 3𝑥) 𝑑𝑥
2

−1

2

−1
 

= ∫ {(6𝑥 − 𝑥2) + 2(𝑥2 − 3𝑥)} 𝑑𝑥
2

−1

 

= ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = [
1

3
𝑥3]

−1

2

=
1

3
⋅ 23 −

1

3
⋅ (−1)3 = 3

2

−1

 

 

次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ (4𝑥2 + 5𝑥 − 3) 𝑑𝑥
2

−1
 

= [
4

3
𝑥3]

−1

2

+ [
5

2
𝑥2]

−1

2

− [3𝑥]−1
2  

= 12 +
15

2
− 9 =

𝟐𝟏

𝟐
 

 

(2) ∫ (3𝑥2 − 4𝑥 + 1) 𝑑𝑥 − 2 ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 1) 𝑑𝑥
3

1

3

1
 

= ∫ {(3𝑥2 − 4𝑥 + 1) − 2(𝑥2 − 2𝑥 − 1)} 𝑑𝑥
3

1

 

= ∫ (𝑥2 + 3) 𝑑𝑥
3

1

= [
1

3
𝑥3]

1

3

+ [3𝑥]1
3 

=
26

3
+ 6 =

𝟒𝟒

𝟑
 

問７ 

問６ 定積分の公式 

例 ５ 
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（教科書 p.213） 

定積分には，次のような性質がある。 

定積分の性質 

４ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟎
𝒂

𝒂
 

５ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = − ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒂

𝒃
 

６ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒄

𝒄

𝒂
 

 

６ 関数 𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とすると 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑐 + [𝐹(𝑥)]𝑐

𝑏
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

 

= {𝐹(𝑐) − 𝐹(𝑎)} + {𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑐)} 

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

注意 定積分の性質６は 𝑎, 𝑏, 𝑐 の大小に関係なく成り立つ。 

 

上の定積分の性質４，５を証明せよ。 

𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とする。 

４ ∶ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑎𝑎

𝑎
 

= 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑎) = 0 

５ ∶ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑏
𝑎𝑎

𝑏
 

= 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑏) 

= −{𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)} 

= −[𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 

= − ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

∫ (2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 + ∫ (2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 = ∫ (2𝑥 − 1) 𝑑𝑥
3

−1

3

2

2

−1

 

= [𝑥2 − 𝑥]−1
3  

= (32 − 3) − {(−1)2 − (−1)} 

= 4 

 

次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

3

3

1
 

= ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = 𝟎
1

1
 

〔別解〕 ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 − ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = 0
3

1

3

1
 

 

(2) ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥 − ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
5

4

5

2
 

= ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥 + ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
4

5

5

2

 

= ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
4

2

 

= [𝑥2 + 3𝑥]2
4 

= (16 + 12) − (4 + 6) = 𝟏𝟖 

 

等式 𝑓(𝑥) = 4𝑥 + 3 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 を満たす関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

 

定積分 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
1

0
は定数であるから，∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘

1

0
 とおくことができる。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
1

0
は定数であるから  𝑘 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0
  ……① 

とおくと 𝑓(𝑥) = 4𝑥 + 3𝑘  ……② 

①，②より 𝑘 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= ∫ (4𝑡 + 3𝑘)𝑑𝑡 = [2𝑡2 + 3𝑘𝑡]0

11

0
 

= 2 + 3𝑘 

したがって   𝑘 = 2 + 3𝑘 

すなわち    𝑘 = −1 

ゆえに     𝑓(𝑥) = 4𝑥 − 3 

 

定積分の性質 

 証明 

問８ 

例 ６ 

問９ 

４ 
 

例題 

考え方 

 解 
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等式 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
2

0
を満たす関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑘 = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 
2

0
とおくと 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2𝑘  

よって 

𝑘 = ∫ (3𝑡 + 2𝑘) 𝑑𝑡
2

0

 

= [
3

2
𝑡2 + 2𝑘𝑡]

0

2

= 6 + 4𝑘 

したがって  𝑘 = 6 + 4𝑘  

すなわち   𝑘 = −2 

ゆえに   𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝟒 

 

（教科書 p.214） 

 

定積分と微分 

７      
𝒅

𝒅𝒙
∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕 = 𝒇(𝒙)

𝒙

𝒂
 

 

関数 𝑓(𝑥) = ∫ (4𝑡2 − 𝑡 + 2)𝑑𝑡 
𝑥

0
を微分せよ。 

𝑓′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ (4𝑡2 − 𝑡 + 2) 𝑑𝑡

𝑥

0

  

= 𝟒𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟐 

 

次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 3𝑥2 − 4𝑥 + 1
𝑥

𝑎

 

与えられた等式の両辺を 𝑥 で微分すると 

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑑

𝑑𝑥
(3𝑥2 − 4𝑥 + 1)

𝑥

𝑎

 

よって    𝑓(𝑥) = 6𝑥 − 4 

また，与えられた等式に 𝑥 = 𝑎 を代入すると 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0 
𝑎

𝑎
であるから 

0 = 3𝑎2 − 4𝑎 + 1 

すなわち    (𝑎 − 1)(3𝑎 − 1) = 0 

これを解いて  𝑎 = 1,
1

3
 

したがって   𝑓(𝑥) = 6𝑥 − 4, 𝑎 = 1,
1

3
 

次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥2 − 3𝑥 − 4
𝑥

𝑎

 

𝑓(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 − 3𝑥 − 4)

𝑥

𝑎

 

よって  𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟑  

また  ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑎2 − 3𝑎 − 4 = 0
𝑎

𝑎
 

したがって  𝒂 = −𝟏，𝟒 

 

次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 − 5
𝑥

1

 

𝑓(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥3 + 𝑎𝑥 − 5)

𝑥

1

 

よって  𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑎  ……① 

与えられた等式で 𝑥 = 1 とおくと，左辺は 0 になるから  0 = 1 + 𝑎 − 5 

これより  𝒂 = 𝟒 

①より  𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 

  

定積分と微分 

問 11 

５ 
例題 
応 用 

 解 

問 12 問 10 

問 13 
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（教科書 p.216） 

右の図は，𝑥 座標が 1 から 𝑥 までの範囲で，関数 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 のグラフと 𝑥 軸の間にあ

る台形を表している。 

この台形の面積を 𝑆(𝑥) とすると 

𝑆(𝑥) =
1

2
(𝑥 − 1){2 + (𝑥 + 1)} 

=
1

2
𝑥2 + 𝑥 −

3

2
 (𝑥 ≧ 1) 

このとき，𝑆′(𝑥) = 𝑥 + 1 であるから 

𝑆′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

が成り立つ。 

 

 

定積分と面積 

区間 𝑎 ≦ 𝑥 ≦ 𝑏 において，𝑓(𝑥) ≧ 0 であるとする。 

曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥) と 𝑥 軸および 2 直線 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 で囲ま

れた図形の面積 𝑆 は 

𝑺 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 

 

 

放物線 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 + 3 と 𝑥 軸および 2 直線 𝑥 = 1, 𝑥 = 3 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求

めてみよう。 

区間 1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  𝑦 > 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (𝑥2 − 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

1

 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 + 3𝑥]

1

3

 

=
20

3
 

放物線 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 + 2 と 𝑥 軸および 2 直線 𝑥 = −2, 𝑥 = 1 で囲まれた図形の面積を求め

よ。 

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 1 では   𝑦 > 0  

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (𝑥2 + 2𝑥 + 2) 𝑑𝑥
1

−2

 

= [
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥]

−2

1

 

= (
1

3
+ 1 + 2) − (−

8

3
+ 4 − 4) = 𝟔 

 

放物線 𝑦 = −𝑥2 + 2𝑥 と 𝑥 軸で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

 

放物線 𝑦 = −𝑥2 + 2𝑥 と 𝑥 軸との交点の 𝑥 座標は，方程式 

−𝑥2 + 2𝑥 = 0 

の解であるから 𝑥 = 0, 2 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 2 では  𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 2𝑥)𝑑𝑥 = [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2]

0

2

=
4

3

2

0

 

  

例 ７ 

例 ８ 

問 14 

６ 
 

例題 

３ 定積分と面積 

 解 



数学 II Advanced ５章「微分と積分」                  

8 

次の放物線と 𝑥 軸で囲まれた図形の面積を求めよ。 

(1) 𝑦 = −𝑥2 + 1  

−𝑥2 + 1 = 0 より   𝑥 = ±1 

放物線と 𝑥 軸は (−1，0)，(1，0) で交わり，区間−1 ≦ 𝑥 ≦ 1 では   𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 1) 𝑑𝑥
1

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥]

−1

1

=
𝟒

𝟑
 

 

(2) 𝑦 = −𝑥2 + 𝑥 + 2  

−𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 より   𝑥 = −1，2 

放物線と 𝑥 軸は (−1，0)，(2，0) で交わり，区間−1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では  𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 𝑥 + 2) 𝑑𝑥
2

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 + 2𝑥]

−1

2

=
𝟗

𝟐
 

 

(3) 𝑦 = −4𝑥2 + 8𝑥 − 3 

−4𝑥2 + 8𝑥 − 3 = 0 より   𝑥 =
1

2
，

3

2
 

放物線と 𝑥 軸は (
1

2
，0)， (

3

2
，0) で交わり，区間 

1

2
≦ 𝑥 ≦

3

2
 では  𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−4𝑥2 + 8𝑥 − 3) 𝑑𝑥

3
2

1
2

 

= [−
4

3
𝑥3 + 4𝑥2 − 3𝑥]

1
2

3
2

=
𝟐

𝟑
 

𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフと 𝑦 = −𝑓(𝑥) のグラフは 𝑥 軸に関して対称

である 

から，求める面積 𝑆 は，曲線 𝑦 = −𝑓(𝑥) と 𝑥 軸および 2 直線 

 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 で囲まれた図形の面積と等しい。 

ここで，−𝑓(𝑥) ≧ 0 となるから，面積𝑆 は 

𝑆 = ∫ {−𝑓(𝑥)}𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎
（⑫  − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  ） 

 

 

放物線 𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 と 𝑥 軸，𝑦 軸および直線 𝑥 = 3 で囲まれた図形の面積を求めよ。 

𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 = (𝑥 + 1)(𝑥 − 4) であるから区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 3 では 𝑦 < 0 である。 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = − ∫ (𝑥2 − 3𝑥 − 4) 𝑑𝑥
3

0

 

= − [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 − 4𝑥]

0

3

=
𝟑𝟑

𝟐
 

 

曲線 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 と 𝑥 軸で囲まれた 2 つの部分の面積の和を求めよ。 

 

曲線 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 と 𝑥 軸との交点の 𝑥 座標は，方程式𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 = 0 の解である。 

𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 0 より 

𝑥 = −2, 0, 1  

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 0 では 𝑦 ≧ 0 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 1 では 𝑦 ≦ 0 

よって，求める面積の和は 

∫ (𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥) 𝑑𝑥 − ∫ (𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥) 𝑑𝑥
1

0

0

−2

 

= [
1

4
𝑥4 +

1

3
𝑥3 − 𝑥2]

−2

0

− [
1

4
𝑥4 +

1

3
𝑥3 − 𝑥2]

0

1

=
37

12
 

  

問 15 

問 16 

７ 
 

例題 

 解 
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曲線 𝑦 = −𝑥3 + 4𝑥 と 𝑥 軸で囲まれた 2 つの部分の面積の和を求めよ。 

曲線 𝑦 = −𝑥3 + 4𝑥 と 𝑥 軸との交点の 𝑥 座標は， 

方程式 −𝑥3 + 4𝑥 = 0 の解である。 

−𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 2) = 0 より 

𝑥 = −2，0，2 

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 0 では 𝑦 ≦ 0 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 2 では     𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積の和は 

− ∫ (−𝑥3 + 4𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥3 + 4𝑥) 𝑑𝑥
2

0

0

−2

 

= [
1

4
𝑥4 − 2𝑥2]

−2

0

+ [−
1

4
𝑥4 + 2𝑥2]

0

2

= 𝟖 

(参考)  𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 4𝑥 とおくと，𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) が成り立つことから，𝑓(𝑥) は奇関数

である。すなわち，𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは原点に関して対称である。 

よって，区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 0 の部分の面積と区間0 ≦ 𝑥 ≦ 2 の部分の面積は等しい。 

したがって，求める面積の和は 

2 ∫ (−𝑥3 + 4𝑥) 𝑑𝑥
2

0
 

= 2 [−
1

4
𝑥4 + 2𝑥2]

0

2

= 8 

 

（教科書 p.22０） 

 

2 曲線間の面積 

区間 𝒂 ≦ 𝒙 ≦ 𝒃 において 
𝒇(𝒙) ≧ 𝒈(𝒙) 

であるとき，2 曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑦 = 𝑔(𝑥) と 2 直線 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 で囲まれた図形の

面積𝑆 は 

𝑺 = ∫ {𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)}𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 
2 つの放物線 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥, 𝑦 = −𝑥2 + 4 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

 

2 つの放物線の交点の 𝑥 座標は，方程式 

𝑥2 − 2𝑥 = −𝑥2 + 4 

の解 𝑥 = −1, 2 である。 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では 

−𝑥2 + 4 ≧ 𝑥2 − 2𝑥 

であるから，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−𝑥2 + 4) − (𝑥2 − 2𝑥)}𝑑𝑥
2

−1

 

= ∫ (−2𝑥2 + 2𝑥 + 4)𝑑𝑥
2

−1

 

= [−
2

3
𝑥3 + 𝑥2 + 4𝑥]

−1

2

= 9 

  

2曲線間の面積 

８ 
 

例題 

 解 

問 17 
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次の曲線または直線で囲まれた図形の面積を求めよ。 

(1) 𝑦 = −𝑥2 − 2𝑥, 𝑦 = −𝑥 

−𝑥2 − 2𝑥 = −𝑥 より   𝑥 = 0， − 1 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 0 では  −𝑥2 − 2𝑥 ≧ −𝑥 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−𝑥2 − 2𝑥) − (−𝑥)} 𝑑𝑥
0

−1

 

= ∫ (−𝑥2 − 𝑥) 𝑑𝑥
0

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2]

−1

0

=
𝟏

𝟔
 

 

(2) 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 2 

𝑥2 + 2𝑥 = 𝑥 + 2 より  𝑥 = −2，1 

区間−2 ≦ 𝑥 ≦ 1 では   𝑥2 + 2𝑥 ≦ 𝑥 + 2 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥 + 2) − (𝑥2 + 2𝑥)} 𝑑𝑥
1

−2

 

= ∫ (−𝑥2 − 𝑥 + 2) 𝑑𝑥
1

−2

 

= [−
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 + 2𝑥]

−2

1

=
𝟗

𝟐
 

 

(3) 𝑦 = 2𝑥2, 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 

2𝑥2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 より  𝑥 = −1，3 

区間−1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  2𝑥2 ≦ 𝑥2 + 2𝑥 + 3 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥2 + 2𝑥 + 3) − 2𝑥2} 𝑑𝑥
3

−1

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥]

−1

3

=
𝟑𝟐

𝟑
 

（教科書 p.222） 
 

定積分 ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥 
3

0
を求めよ。 

 

定積分 ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥 
3

0
の値は，𝑦 = | 𝑥(𝑥 − 2) | のグラフと 𝑥 軸および直線 𝑥 = 3 で囲

まれた 2 つの部分の面積の和を表している。 

よって，積分する区間を分けて絶対値記号をはずしてから積分する。 

関数 𝑦 = | 𝑥(𝑥 − 2) | は， 

0 ≦ 𝑥 ≦ 2 のとき 

𝑥(𝑥 − 2) ≦ 0 であるから 

| 𝑥(𝑥 − 2) | = −𝑥(𝑥 − 2) 

= −𝑥2 + 2𝑥 

2 ≦ 𝑥 ≦ 3 のとき 

𝑥(𝑥 − 2) ≧ 0 であるから 

| 𝑥(𝑥 − 2) | = 𝑥(𝑥 − 2) 

= 𝑥2 − 2𝑥 

よって，グラフは右の図のようになる。 

したがって，求める定積分は 

∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥
3

0

= ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥
2

0

+ ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥
3

2

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥)𝑑𝑥 + ∫ (𝑥2 − 2𝑥)𝑑𝑥
3

2

2

0

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2]

0

2

+ [
1

3
𝑥3 − 𝑥2]

2

3

=
8

3
 

 

９ 
 

例題 

 解 

問 18 絶対値のついた関数の定積分 

考え方 
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定積分 ∫ | 𝑥2 − 1 |𝑑𝑥 
3

0
を求めよ。 

| 𝑥2 − 1 | = | (𝑥 + 1)(𝑥 − 1) | は 

0 ≦ 𝑥 ≦ 1 のとき  | 𝑥2 − 1 | = −𝑥2 + 1 

1 ≦ 𝑥 ≦ 3 のとき  | 𝑥2 − 1 | = 𝑥2 − 1 

よって 

∫ | 𝑥2 − 1 | 𝑑𝑥
3

0

 

= ∫ (−𝑥2 + 1) 𝑑𝑥 + ∫ (𝑥2 − 1)
3

1

𝑑𝑥
1

0

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥]

0

1

+ [
1

3
𝑥3 − 𝑥]

1

3

 

= (−
1

3
+ 1) − 0 + (9 − 3) − (

1

3
− 1) 

=
𝟐𝟐

𝟑
 

 

  

問 19 
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（教科書 p.223） 

次の定積分に関する公式は，放物線と直線で囲まれた図形の面積を求めるときによく用いられる。 

∫ (𝒙 − 𝜶)(𝒙 − 𝜷)𝒅𝒙 = −
𝟏

𝟔
(𝜷 − 𝜶)𝟑

𝜷

𝜶

 

 

∫ (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)𝑑𝑥 = ∫ {𝑥2 − (𝛼 + 𝛽)𝑥 + 𝛼𝛽}𝑑𝑥
𝛽

𝛼

𝛽

𝛼
 

= [
1

3
𝑥3 −

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝑥2 + 𝛼𝛽𝑥]

𝛼

𝛽

 

=
1

3
(𝛽3 − 𝛼3) −

1

2
(𝛼 + 𝛽)(𝛽2 − 𝛼2) + 𝛼𝛽(𝛽 − 𝛼) 

=
1

3
(𝛽 − 𝛼)(𝛽2 + 𝛽𝛼 + 𝛼2) −

1

2
(𝛽 + 𝛼)2(𝛽 − 𝛼) + 𝛽𝛼(𝛽 − 𝛼) 

=
1

6
(𝛽 − 𝛼){2(𝛽2 + 𝛽𝛼 + 𝛼2) − 3(𝛽2 + 2𝛽𝛼 + 𝛼2) + 6𝛽𝛼} 

=
1

6
(𝛽 − 𝛼)(−𝛽2 + 2𝛽𝛼 − 𝛼2) 

= −
1

6
(𝛽 − 𝛼)3 

 

上の公式を利用して，放物線 𝑦 = −𝑥2 + 7𝑥 − 10 と 𝑥 軸で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めて

みよう。 

−𝑥2 + 7𝑥 − 10 =   − (𝑥 − 2)(𝑥 − 5)   より 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 7𝑥 − 10)𝑑𝑥 = − ∫ (𝑥 − 2)(𝑥 − 5)
5

2

5

2

𝑑𝑥 

= − {−
1

6
(5 − 2)3} =

9

2
 

放物線 𝑦 = −𝑥2 + 3𝑥 + 5 と直線 𝑦 = 𝑥 + 2 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

−𝑥2 + 3𝑥 + 5 = 𝑥 + 2 より   𝑥 = −1，3 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  −𝑥2 + 3𝑥 + 5 ≧ 𝑥 + 2 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−𝑥2 + 3𝑥 + 5) − (𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
3

−1

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

−1

 

= − ∫ (𝑥 + 1)(𝑥 − 3) 𝑑𝑥
3

−1

 

= − [−
1

6
{3 − (−1)}3] =

43

6
=

𝟑𝟐

𝟑
 

 

  

問１ 参 考 放物線と直線で囲まれた図形の面積 

 証明 

例 １ 
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（教科書 p.224） 

１８ 関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは 2 点 A(0, 1), B(3, 1) を通り，このグラフ上の各点 (𝑥, 𝑦) に

おける接線の傾きは 𝑥2 − 𝑎𝑥 である。定数 𝑎 の値および関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑓′(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎𝑥 より 

𝑓(𝑥) = ∫(𝑥2 − 𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑎𝑥2 + 𝐶 

点 A，B を通るから 

𝑓(0) = 𝐶 = 1 

𝑓(3) = 9 −
9

2
𝑎 + 𝐶 = 1 

よって  𝒂 = 𝟐 

ゆえに  𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟏 

 

１９ 1 次関数 𝑓(𝑥) = 𝑝𝑥 + 𝑞 について 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −1
1

0

, ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
1

0

 

が同時に成り立つような定数 𝑝, 𝑞 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ (𝑝𝑥 + 𝑞) 𝑑𝑥
1

0

1

0

 

= [
1

2
𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥]

0

1

 

=
1

2
𝑝 + 𝑞 = −1 

∫ 𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ (𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥) 𝑑𝑥
1

0

1

0

 

= [
1

3
𝑝𝑥3 +

1

2
𝑞𝑥2]

0

1

 

=
1

3
𝑝 +

1

2
𝑞 = 0 

ゆえに  𝒑 = 𝟔，𝒒 = −𝟒 

２０ 次の条件を満たす 2 次関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑓(1) = −2, 𝑓′(1) = 1, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
9

2

2

−1

 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  (𝑎 ≠ 0) とおくと 

𝑓(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −2  ……① 

𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏 より 

𝑓′(1) = 2𝑎 + 𝑏 = 1    ……② 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
2

−1

 

= [
1

3
𝑎𝑥3 +

1

2
𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥]

−1

2

 

= 3𝑎 +
3

2
𝑏 + 3𝑐 = −

9

2
    ……③ 

①，②，③より 𝑎 = 1，𝑏 = −1，𝑐 = −2 

よって  𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐 

 

２１ 次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥3 − 5𝑥2 + 3𝑎𝑥 + 2𝑎
𝑥

−2

 

𝑓(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

−2

 

=
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥3 − 5𝑥2 + 3𝑎𝑥 + 2𝑎) 

= 3𝑥2 − 10𝑥 + 3𝑎 

また  ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = −8 − 20 − 6𝑎 + 2𝑎
−2

−2
= 0 

よって  𝒂 = −𝟕 

ゆえに  𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 − 𝟐𝟏 

 

  

問 題 
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２２ 次の図形の面積を求めよ。 

(1) 放物線 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 と直線 𝑦 = −3𝑥 + 8 で囲まれた図形 

𝑥2 − 𝑥 = −3𝑥 + 8 より  𝑥 = −4，2 

区間 −4 ≦ 𝑥 ≦ 2 では   𝑥2 − 𝑥 ≦ −3𝑥 + 8 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−3𝑥 + 8) − (𝑥2 − 𝑥)} 𝑑𝑥
2

−4

 

= ∫ (−𝑥2 − 2𝑥 + 8) 𝑑𝑥
2

−4

 

= [−
1

3
𝑥3 − 𝑥2 + 8𝑥]

−4

2

= 𝟑𝟔 

 

(2) 2 つの放物線 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 − 8, 𝑦 = −2𝑥2 + 𝑥 + 10 で囲まれた図形 

𝑥2 − 2𝑥 − 8 = −2𝑥2 + 𝑥 + 10より  𝑥 = −2，3 

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  𝑥2 − 2𝑥 − 8 ≦ −2𝑥2 + 𝑥 + 10 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−2𝑥2 + 𝑥 + 10) − (𝑥2 − 2𝑥 − 8)}
3

−2

𝑑𝑥 

= ∫ (−3𝑥2 + 3𝑥 + 18) 𝑑𝑥
3

−2

 

= [−𝑥3 +
3

2
𝑥2 + 18𝑥]

−2

3

=
𝟏𝟐𝟓

𝟐
 

 

(3) 放物線 𝑦 = 𝑥2 と直線 𝑦 = 2𝑥 + 1 で囲まれた図形 

𝑥2 = 2𝑥 + 1 より  𝑥 = 1 ± √2 

区間 1 − √2 ≦ 𝑥 ≦ 1 + √2 では  𝑥2 ≦ 2𝑥 + 1 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(2𝑥 + 1) − 𝑥2} 𝑑𝑥
1+√2

1−√2

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 1) 𝑑𝑥
1+√2

1−√2

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥]

1−√2

1+√2

=
𝟖√𝟐

𝟑
 

２３ 曲線 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 と直線 𝑦 = −2𝑥 で囲まれた 2 つの部分の面積の和を求めよ。  

曲線 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 と直線 𝑦 = −2𝑥 との交点の 𝑥 座標は方程式 𝑥3 − 3𝑥2 = −2𝑥 の解で

ある。 

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) = 0 より 

𝑥 = 0，1，2 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 1 では 𝑥3 − 3𝑥2 ≧ −2𝑥 

区間 1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では 𝑥3 − 3𝑥2 ≦ −2𝑥 

よって，求める面積の和は 

∫ {(𝑥3 − 3𝑥2) − (−2𝑥)}
1

0

𝑑𝑥 + ∫ {(−2𝑥) − (𝑥3 − 3𝑥2)} 𝑑𝑥
2

1

 

= ∫ (𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥3 + 3𝑥2 − 2𝑥)
2

1

1

0

𝑑𝑥 

= [
1

4
𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2]

0

1

+ [−
1

4
𝑥4 + 𝑥3 − 𝑥2]

1

2

 

=
𝟏

𝟐
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２４ 2 つの放物線 𝑦 = −3𝑥2 + 7𝑥 + 2, 𝑦 = 2𝑥2 − 3𝑥 + 2 の 2 交点を通る直線を 𝑙 とする。こ

れら 

 2 つの放物線で囲まれた図形について，𝑙 より上方にある部分の面積 𝑆1 と，𝑙 より下方にあ

る部分の面積 𝑆2 の比を求めよ。 

−3𝑥2 + 7𝑥 + 2 = 2𝑥2 − 3𝑥 + 2より  𝑥 = 0，2 

よって，2 つの放物線の交点は 

(0，2)，(2，4) 

したがって，直線 𝑙 は 𝑦 = 𝑥 + 2 である。 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 2 では 

−3𝑥2 + 7𝑥 + 2 ≧ 𝑥 + 2 

2𝑥2 − 3𝑥 + 2 ≦ 𝑥 + 2 

ゆえに 

𝑆1 = ∫ {(−3𝑥2 + 7𝑥 + 2) − (𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
2

0

 

= 3 ∫ (−𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥
2

0

 

𝑆2 = ∫ {(𝑥 + 2) − (2𝑥2 − 3𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
2

0

 

= 2 ∫ (−𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥
2

0

 

したがって  𝑺𝟏 ∶ 𝑺𝟐 = 𝟑 ∶ 𝟐 

２５ 定積分 ∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 |𝑑𝑥
4

−2
 を求めよ。 

| 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | = | (𝑥 + 1)(𝑥 − 3) | は 

−2 ≦ 𝑥 ≦ −1 および 3 ≦ 𝑥 ≦ 4 のとき 

| 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | = 𝑥2 − 2𝑥 − 3 

−1 ≦ 𝑥 ≦ 3 のとき 

| 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | = −𝑥2 + 2𝑥 + 3 

よって 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
4

−2

 

= ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 3) 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

−1

−1

−2

+ ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 3) 𝑑𝑥
4

3

 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥]

−2

−1

+ [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥]

−1

3

+ [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥]

3

4

 

=
5

3
− (−

2

3
) + 9 − (−

5

3
) + (−

20

3
) − (−9) 

=
𝟒𝟔

𝟑
 

(参考) 曲線 𝑦 = | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | は直線 𝑥 = 1 に関して対称であるから 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
4

3

= ∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
−1

−2

 

= ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 3) 𝑑𝑥
−1

−2

 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥]

−2

−1

 

=
7

3
         ……① 

また 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
3

−1

= ∫ {−(𝑥 + 1)(𝑥 − 3)} 𝑑𝑥
3

−1

 

=
1

6
{3 − (−1)}3 =

32

3
  ……② 

①，②より 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
4

−2

= 2 ⋅
7

3
+

32

3
=

46

3
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（教科書 p.225） 

𝑛 が正の整数のとき，次の公式が成り立つ。 

（⑬  𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛  ）  ならば  （⑭  𝑦′ = 𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛−1  ） 

 

𝑦 = (2𝑥 + 3)6 ならば 

𝑦′ = 2 ⋅ 6(2𝑥 + 3)6−1 = 12(2𝑥 + 3)5 

 

次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = (3𝑥 + 5)4  

𝑦′ = 3 ⋅ 4(3𝑥 + 5)4−1 

= 𝟏𝟐(𝟑𝒙 + 𝟓)𝟑 

 

(2) 𝑦 = (1 − 𝑥)5 

𝑦′ = −1 ⋅ 5(1 − 𝑥)5−1 

= −𝟓(𝟏 − 𝒙)𝟒 

 

 

𝑛 が正の整数または 0 のとき，次の公式が成り立つ。 

（⑮  ∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 =
1

𝑎(𝑛+1)
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛+1 + 𝐶  ） 

 

∫(2𝑥 + 5)4𝑑𝑥 =
1

2(4+1)
(2𝑥 + 5)4+1 + 𝐶 

=
1

10
(2𝑥 + 5)5 + 𝐶 

 

不定積分 ∫(𝑥 − 3)3𝑑𝑥 を求めよ。 

∫(𝑥 − 3)3 𝑑𝑥 =
1

3 + 1
(𝑥 − 3)3+1 + 𝐶 

=
𝟏

𝟒
(𝒙 − 𝟑)𝟒 + 𝑪 

 

 

 

定積分 ∫ (3𝑥 − 2)4𝑑𝑥 
1

0
を求めよ。 

∫ (3𝑥 − 2)4 𝑑𝑥 = [
1

3 ⋅ 5
(3𝑥 − 2)5]

0

11

0

 

=
1

15
− (−

32

15
) =

33

15
=

𝟏𝟏

𝟓
 

 

  

参 考 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒏 の微分と積分 

問１ 

例 １ 

問２ 

例 ２ 

問３ 
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（教科書 p.226） 

放物線 𝑦 = 𝑥2 上の 2 点 A(−1, 1), B(3, 9) における接線をそれぞれ 𝑙, 𝑚 とする。このと

き，放物線 𝑦 = 𝑥2 と 2 接線 𝑙, 𝑚 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めてみよう。 

𝑦′ = 2𝑥 より 

𝑙 の方程式は 𝑦 − 1 = −2(𝑥 + 1) 

すなわち 

𝑦 = −2𝑥 − 1  ……① 

𝑚 の方程式は 𝑦 − 9 = 6(𝑥 − 3) 

すなわち 

𝑦 = 6𝑥 − 9   ……② 

𝑙 と 𝑚 の交点 P の 𝑥 座標は①，②より 

−2𝑥 − 1 = 6𝑥 − 9 

ゆえに 𝑥 = 1 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 1 では  𝑥2 ≧ −2𝑥 − 1 

区間 1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では   𝑥2 ≧ 6𝑥 − 9 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {𝑥2 − (−2𝑥 − 1)} 𝑑𝑥 + ∫ {𝑥2 − (6𝑥 − 9)} 𝑑𝑥
3

1

1

−1

 

= ∫ (𝑥 + 1)2 𝑑𝑥 + ∫ (𝑥 − 3)2 𝑑𝑥
3

1

1

−1
 

= [
1

3
(𝑥 + 1)3]

−1

1

+ [
1

3
(𝑥 − 3)3]

1

3

=
16

3
 

 

放物線 𝑦 = 2𝑥2 − 𝑥 + 2 について，次の問に答えよ。 

(1) 原点 O からこの放物線に引いた 2 本の接線の方程式を求めよ。 

接点を P(𝑎，2𝑎2 − 𝑎 + 2) とおく。 

𝑦′ = 4𝑥 − 1 であるから，点 P における接線の方程式は 

𝑦 − (2𝑎2 − 𝑎 + 2) = (4𝑎 − 1)(𝑥 − 𝑎) 

すなわち 

𝑦 = (4𝑎 − 1)𝑥 − 2𝑎2 + 2  ……① 

①が原点 O を通るから 

−2𝑎2 + 2 = 0 

よって 𝑎 = −1，1 

これらを①に代入すると 

𝑎 = −1 のとき 

𝑦 = −5𝑥 

𝑎 = 1 のとき 

𝑦 = 3𝑥 

したがって，求める接線の方程式は 

𝒚 = −𝟓𝒙，𝒚 = 𝟑𝒙 

 

(2) (1)で求めた接線と放物線で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 0 では 2𝑥2 − 𝑥 + 2 ≧ −5𝑥 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 1 では 2𝑥2 − 𝑥 + 2 ≧ 3𝑥 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(2𝑥2 − 𝑥 + 2) − (−5𝑥)} 𝑑𝑥
0

−1

+ ∫ {(2𝑥2 − 𝑥 + 2) − (3𝑥)} 𝑑𝑥
1

0

 

= 2 ∫ (𝑥 + 1)2 𝑑𝑥 + 2 ∫ (𝑥 − 1)2 𝑑𝑥
1

0

0

−1

 

= 2 [
1

3
(𝑥 + 1)3]

−1

0

+ 2 [
1

3
(𝑥 − 1)3]

0

1

 

=
𝟒

𝟑
 

 

  

参 考 曲線と接線の囲む図形の面積 問１ 

例 １ 
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曲線 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 上の点 (2, 0) における接線と曲線で囲まれた図形の面積 𝑆 を求め

てみよう。 

𝑦′ = 3𝑥2 − 6𝑥 + 2 であるから，接線の傾きは（  2  ）である。 

よって，接線の方程式は 

𝑦 = 2𝑥 − 4 

曲線と接線の交点の 𝑥 座標は 

𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 = 2𝑥 − 4 

すなわち，方程式 𝑥3 − 3𝑥2 + 4 = 0 の解である。 

(𝑥 − 2)(𝑥2 − 𝑥 − 2) = 0 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 2)2 = 0 

よって 𝑥 = −1, 2 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では，𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 ≧ 2𝑥 − 4 であるから，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) − (2𝑥 − 4)} 𝑑𝑥
2

−1

 

= ∫ (𝑥3 − 3𝑥2 + 4) 𝑑𝑥
2

−1

 

= [
1

4
𝑥4 − 𝑥3 + 4𝑥]

−1

2

 

=
27

4
 

 

 

 
曲線 𝑦 = 𝑥3 − 𝑥2 + 3 上の点 (1, 3) における接線と曲線で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

𝑦′ = 3𝑥2 − 2𝑥 であるから，接線の傾きは 1である。 

よって，接線の方程式は 

𝑦 = 𝑥 + 2 

曲線と接線の交点の 𝑥 座標は 

𝑥3 − 𝑥2 + 3 = 𝑥 + 2 

すなわち 

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)2 = 0 

これを解いて  𝑥 = −1，1 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 1 では，𝑥3 − 𝑥2 + 3 ≧ 𝑥 + 2 であるから，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥3 − 𝑥2 + 3) − (𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
1

−1

 

= ∫ (𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1) 𝑑𝑥
1

−1

 

= [
1

4
𝑥4 −

1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 + 𝑥]

−1

1

 

=
𝟒

𝟑
 

 

例 ２ 問２ 
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（教科書 p.206） 

関数 𝑓(𝑥) が与えられたとき，微分して 𝑓(𝑥) になる関数，すなわち 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

を満たす関数 𝐹(𝑥) を，関数 𝑓(𝑥) の（①  原始関数  ）という。 

 

(𝑥2)′ = 2𝑥 であるから，𝑥2 は（   2𝑥 の原始関数  ）であ

る。 

𝑥2 +
1

2
, 𝑥2 + 2, 𝑥2 − 3  

なども微分して（    2𝑥   ）になる関数であるから，（   2𝑥 の原始関数  ）であ

る。 

このように，2𝑥 の原始関数は（  無数  ）に存在する。 

 

いま，𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とすると，𝑓(𝑥) の任意の原始関数 𝐺(𝑥) について 

{𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥)}′ = 𝐺′(𝑥) − 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0 

ゆえに，195 ページで学んだことにより，𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥) は定数となる。 

この定数を 𝐶 とすると 

𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥) = 𝐶 すなわち 𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

以上より，𝑓(𝑥) の任意の原始関数は次のように表される。 

𝐹(𝑥) + 𝐶 

これらをまとめて ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 と表し，𝑓(𝑥) の（②  不定積分  ）という。 

すなわち   （③  ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 (𝐶 は定数)  ） 

ここで，𝐶 は（④  積分定数  ）といい，関数 𝑓(𝑥) の不定積分を求めることを，𝑓(𝑥) を 

（⑤  積分する  ）という。 

 

(𝑥2)′ = 2𝑥 であるから 

∫ 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝐶 

(𝐶 は積分定数) 

（教科書 p.207） 

 

𝒙𝒏 の不定積分 

𝑛 が正の整数または 0 のとき 

∫ 𝒙𝒏 𝒅𝒙 =
𝟏

𝒏 + 𝟏
𝒙𝒏+𝟏 + 𝑪 

注意 ∫ 1 𝑑𝑥 は，∫ 𝑑𝑥 と書くことが多い。 

 

関数 𝑦 = 𝑥4 を積分せよ。 

∫ 𝑥4𝑑𝑥 =
𝟏

𝟓
𝒙𝟓 + 𝑪 

 

定数倍，和，差の不定積分 

１ ∫ 𝒌𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙   ( 𝑘 は定数) 

２ ∫{𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)} 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 

３ ∫{𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)}𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 − ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙 

 

∫(3𝑥2 − 6𝑥 + 2)𝑑𝑥 = 3 ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 − 6 ∫ 𝑥 𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝑑𝑥 

= 3 ⋅
1

3
𝑥3 − 6 ⋅

1

2
𝑥2 + 2 ⋅ 𝑥 + 𝐶 

= 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 + 𝐶 

 

注意 例 3 のように，積分定数は 1 つにまとめて書けばよい。 

  

例 １ 

問１ 

３ 節 積分 
1 不定積分 

例 ３ 

不定積分の計算 

例 ２ 
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次の不定積分を求めよ。 

(1) ∫(−2) 𝑑𝑥 

= −𝟐𝒙 + 𝑪 

 

(2) ∫(2𝑥 − 3)𝑑𝑥 

= 2 ⋅
1

2
𝑥2 − 3𝑥 + 𝐶 

= 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝑪 

 

(3) ∫(9𝑥2 − 5𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

= 9 ⋅
1

3
𝑥3 − 5 ⋅

1

2
𝑥2 − 𝑥 + 𝐶 

= 𝟑𝒙𝟑 −
𝟓

𝟐
𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝑪 

 

 
 
次の不定積分を求めよ。 

(1) ∫(𝑥 + 1)(2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 (2) ∫ 𝑡(3𝑡 + 1) 𝑑𝑡 

 

(1) ∫(𝑥 + 1)(2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 = ∫(2𝑥2 + 𝑥 − 1) 𝑑𝑥 

=
2

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 − 𝑥 + 𝐶 

(2) ∫ 𝑡(3𝑡 + 1) 𝑑𝑡 = ∫(3𝑡2 + 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡3 +
1

2
𝑡2 + 𝐶 

 

次の不定積分を求めよ。 

(1) ∫(5𝑥 + 2)(5𝑥 − 2) 𝑑𝑥 

= ∫(25𝑥2 − 4) 𝑑𝑥 

=
𝟐𝟓

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 + 𝑪 

 

(2) ∫(3𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 

= ∫(9𝑥2 − 12𝑥 + 4) 𝑑𝑥 

= 𝟑𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝑪 

 (3) ∫(4𝑡 − 3)(2𝑡 + 3) 𝑑𝑡 

= ∫(8𝑡2 + 6𝑡 − 9) 𝑑𝑡 

=
𝟖

𝟑
𝒕𝟑 + 𝟑𝒕𝟐 − 𝟗𝒕 + 𝑪 

 

 

条件 𝐹′(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥, 𝐹(3) = −1 を満たす関数 𝐹(𝑥) を求めてみよう。 

𝐹′(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 より 

𝐹(𝑥) = ∫(𝑥2 − 3𝑥) 𝑑𝑥 =
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 + 𝐶 

𝐹(3) = −1 より 
1

3
⋅ 33 −

3

2
⋅ 32 + 𝐶 = −1 

よって 𝐶 =
7

2
 

ゆえに 𝐹(𝑥) =
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 +

7

2
 

 

𝐹′(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 2, 𝐹(0) = 1 を満たす関数 𝐹(𝑥) を求めよ。 

𝐹(𝑥) = ∫(𝑥2 + 𝑥 − 2) 𝑑𝑥 

=
1

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 − 2𝑥 + 𝐶 

 𝑥 = 0 を代入すると 

𝐹(0) = 𝐶 = 1 

よって  𝑭(𝒙) =
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 +

𝟏

𝟐
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏  

問２ 

１ 
 

例題 

問３ 

例 ４ 

問４ 

 解 
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関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは点 A(1, 5) を通り，このグラフ上の各点 (𝑥, 𝑦) における接線の

傾きは 3𝑥2 − 4𝑥 である。この関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

 

𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフ上の点 (𝑥, 𝑦) における接線の傾きは 𝑓′(𝑥) であるから，条件より 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4𝑥 

よって   𝑓(𝑥) = ∫(3𝑥2 − 4𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝐶 

𝑓(1) = 5 であるから 

13 − 2 ⋅ 12 + 𝐶 = 5 

すなわち  𝐶 = 6 

ゆえに   𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 6 

 

関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは点 A(−1, 3) を通り，このグラフ上の各点 (𝑥, 𝑦) における接線の

傾きは −6𝑥2 + 2𝑥 である。この関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑓′(𝑥) = −6𝑥2 + 2𝑥 より 

𝑓(𝑥) = ∫(−6𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥 

= −2𝑥3 + 𝑥2 + 𝐶 

点 A(−1，3) を通るから  𝑓(−1) = 3 

よって  2 + 1 + 𝐶 = 3  

ゆえに      𝐶 = 0 

したがって  𝒇(𝒙) = −𝟐𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 

 

 

 

関数 𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とするとき，差 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) を 𝑓(𝑥) の 𝑎 から 𝑏 まで

の 

（⑥  定積分  ）といい，記号 

（⑦  ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  ） 

で表す。𝑎 をこの定積分の（⑧  下端  ），𝑏 を（⑨  上端  ）という。また，この定積分を

求めることを，𝑓(𝑥) を（⑩  𝑎 から 𝑏 まで積分する  ）という。 

𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) を記号（⑪   [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏  ）で表す。 

定積分 

𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とすると 

∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

= [𝑭(𝒙)]𝒂
𝒃 = 𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂) 

 

 
 
次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ 𝑥2 𝑑𝑥
3

1
   (2) ∫ (5𝑡 − 𝑡2) 𝑑𝑡

2

−1
 

(3) ∫ (𝑥 − 2)2 𝑑𝑥
3

0
 

(1) ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = [
1

3
𝑥3]

1

33

1
 

=
1

3
⋅ 33 −

1

3
⋅ 13 =

26

3
 

(2) ∫ (5𝑡 − 𝑡2) 𝑑𝑡
2

−1
 

= [
5

2
𝑡2 −

1

3
𝑡3]

−1

2

 

= (
5

2
⋅ 22 −

1

3
⋅ 23) − {

5

2
⋅ (−1)2 −

1

3
⋅ (−1)3} =

9

2
 

(3) ∫ (𝑥 − 2)2 𝑑𝑥 = ∫ (𝑥2 − 4𝑥 + 4) 𝑑𝑥
3

0

3

0
 

= [
1

3
𝑥3 − 2𝑥2 + 4𝑥]

0

3

 

= (
1

3
⋅ 33 − 2 ⋅ 32 + 4 ⋅ 3) − 0 = 3 

 

注意 ∫ (5𝑡 − 𝑡2) 𝑑𝑡 = ∫ (5𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥
2

−1

2

−1
 である。 

このように，定積分の値は変数を他の文字で置き換えても変わらない。 

２ 定積分 

３ 
 

例題 

 解 

定積分 ２ 
 

例題 

 解 

問５ 
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次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ (𝑥2 − 2𝑥) 𝑑𝑥
3

1
 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 ]

1

3

 

= (9 − 9) − (
1

3
− 1) 

=
𝟐

𝟑
 

 

(2) ∫ (5 − 3𝑡2) 𝑑𝑡
0

−2
 

= [5𝑡 − 𝑡3]−2
0  

= 0 − (−10 + 8) 

= 𝟐 

 

(3) ∫ (3𝑥2 + 14𝑥 − 8) 𝑑𝑥
1

−1
 

= [𝑥3 + 7𝑥2 − 8𝑥]−1
1  

= (1 + 7 − 8) − (−1 + 7 + 8) = −𝟏𝟒 

 

(4) ∫ (4𝑥 − 3)2 𝑑𝑥
2

1
 

= ∫ (16𝑥2 − 24𝑥 + 9) 𝑑𝑥
2

1

 

= [
16

3
𝑥3 − 12𝑥2 + 9𝑥]

1

2

 

= (
128

3
− 48 + 18) − (

16

3
− 12 + 9) 

=
𝟑𝟏

𝟑
 

（教科書 p.212） 

定積分についても，不定積分の場合と同様に，次の公式が成り立つ。 

定積分の公式 

１ ∫ 𝒌𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝒌 ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
 ( 𝑘 は定数) 

２ ∫ {𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)}𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
 

３ ∫ {𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)} 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 − ∫ 𝒈(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
 

 

上の公式を用いると，次のように計算することもできる。 

(1) ∫ (𝑥2 − 4𝑥 + 3) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2𝑑𝑥 − 4 ∫ 𝑥𝑑𝑥 + 3 ∫ 𝑑𝑥
2

0

2

0

2

0

2

0
 

= [
1

3
𝑥3]

0

2

− 4 [
1

2
𝑥2]

0

2

+ 3[𝑥]0
2 

=
1

3
⋅ 23 − 4 (

1

2
⋅ 22) + 3 ⋅ 2 

=
2

3
 

(2) ∫ (6𝑥 − 𝑥2) 𝑑𝑥 + 2 ∫ (𝑥2 − 3𝑥) 𝑑𝑥
2

−1

2

−1
 

= ∫ {(6𝑥 − 𝑥2) + 2(𝑥2 − 3𝑥)} 𝑑𝑥
2

−1

 

= ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = [
1

3
𝑥3]

−1

2

=
1

3
⋅ 23 −

1

3
⋅ (−1)3 = 3

2

−1

 

 

次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ (4𝑥2 + 5𝑥 − 3) 𝑑𝑥
2

−1
 

= [
4

3
𝑥3]

−1

2

+ [
5

2
𝑥2]

−1

2

− [3𝑥]−1
2  

= 12 +
15

2
− 9 =

𝟐𝟏

𝟐
 

 

(2) ∫ (3𝑥2 − 4𝑥 + 1) 𝑑𝑥 − 2 ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 1) 𝑑𝑥
3

1

3

1
 

= ∫ {(3𝑥2 − 4𝑥 + 1) − 2(𝑥2 − 2𝑥 − 1)} 𝑑𝑥
3

1

 

= ∫ (𝑥2 + 3) 𝑑𝑥
3

1

= [
1

3
𝑥3]

1

3

+ [3𝑥]1
3 

=
26

3
+ 6 =

𝟒𝟒

𝟑
 

問７ 

問６ 定積分の公式 

例 ５ 



数学 II Advanced ５章「微分と積分」                  

5 

（教科書 p.213） 

定積分には，次のような性質がある。 

定積分の性質 

４ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝟎
𝒂

𝒂
 

５ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = − ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒂

𝒃
 

６ ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 + ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒄

𝒄

𝒂
 

 

６ 関数 𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とすると 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑐 + [𝐹(𝑥)]𝑐

𝑏
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

 

= {𝐹(𝑐) − 𝐹(𝑎)} + {𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑐)} 

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

注意 定積分の性質６は 𝑎, 𝑏, 𝑐 の大小に関係なく成り立つ。 

 

上の定積分の性質４，５を証明せよ。 

𝑓(𝑥) の原始関数の 1 つを 𝐹(𝑥) とする。 

４ ∶ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑎𝑎

𝑎
 

= 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑎) = 0 

５ ∶ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑏
𝑎𝑎

𝑏
 

= 𝐹(𝑎) − 𝐹(𝑏) 

= −{𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)} 

= −[𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 

= − ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

∫ (2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 + ∫ (2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 = ∫ (2𝑥 − 1) 𝑑𝑥
3

−1

3

2

2

−1

 

= [𝑥2 − 𝑥]−1
3  

= (32 − 3) − {(−1)2 − (−1)} 

= 4 

 

次の定積分を求めよ。 

(1) ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

3

3

1
 

= ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = 𝟎
1

1
 

〔別解〕 ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 − ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 = 0
3

1

3

1
 

 

(2) ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥 − ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
5

4

5

2
 

= ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥 + ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
4

5

5

2

 

= ∫ (2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
4

2

 

= [𝑥2 + 3𝑥]2
4 

= (16 + 12) − (4 + 6) = 𝟏𝟖 

 

等式 𝑓(𝑥) = 4𝑥 + 3 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 を満たす関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

 

定積分 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
1

0
は定数であるから，∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘

1

0
 とおくことができる。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
1

0
は定数であるから  𝑘 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0
  ……① 

とおくと 𝑓(𝑥) = 4𝑥 + 3𝑘  ……② 

①，②より 𝑘 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= ∫ (4𝑡 + 3𝑘)𝑑𝑡 = [2𝑡2 + 3𝑘𝑡]0

11

0
 

= 2 + 3𝑘 

したがって   𝑘 = 2 + 3𝑘 

すなわち    𝑘 = −1 

ゆえに     𝑓(𝑥) = 4𝑥 − 3 

 

定積分の性質 

 証明 

問８ 

例 ６ 

問９ 

４ 
 

例題 

考え方 

 解 
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等式 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 
2

0
を満たす関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑘 = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 
2

0
とおくと 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2𝑘  

よって 

𝑘 = ∫ (3𝑡 + 2𝑘) 𝑑𝑡
2

0

 

= [
3

2
𝑡2 + 2𝑘𝑡]

0

2

= 6 + 4𝑘 

したがって  𝑘 = 6 + 4𝑘  

すなわち   𝑘 = −2 

ゆえに   𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝟒 

 

（教科書 p.214） 

 

定積分と微分 

７      
𝒅

𝒅𝒙
∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕 = 𝒇(𝒙)

𝒙

𝒂
 

 

関数 𝑓(𝑥) = ∫ (4𝑡2 − 𝑡 + 2)𝑑𝑡 
𝑥

0
を微分せよ。 

𝑓′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ (4𝑡2 − 𝑡 + 2) 𝑑𝑡

𝑥

0

  

= 𝟒𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟐 

 

次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 3𝑥2 − 4𝑥 + 1
𝑥

𝑎

 

与えられた等式の両辺を 𝑥 で微分すると 

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑑

𝑑𝑥
(3𝑥2 − 4𝑥 + 1)

𝑥

𝑎

 

よって    𝑓(𝑥) = 6𝑥 − 4 

また，与えられた等式に 𝑥 = 𝑎 を代入すると 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0 
𝑎

𝑎
であるから 

0 = 3𝑎2 − 4𝑎 + 1 

すなわち    (𝑎 − 1)(3𝑎 − 1) = 0 

これを解いて  𝑎 = 1,
1

3
 

したがって   𝑓(𝑥) = 6𝑥 − 4, 𝑎 = 1,
1

3
 

次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥2 − 3𝑥 − 4
𝑥

𝑎

 

𝑓(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 − 3𝑥 − 4)

𝑥

𝑎

 

よって  𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟑  

また  ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑎2 − 3𝑎 − 4 = 0
𝑎

𝑎
 

したがって  𝒂 = −𝟏，𝟒 

 

次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 − 5
𝑥

1

 

𝑓(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥3 + 𝑎𝑥 − 5)

𝑥

1

 

よって  𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑎  ……① 

与えられた等式で 𝑥 = 1 とおくと，左辺は 0 になるから  0 = 1 + 𝑎 − 5 

これより  𝒂 = 𝟒 

①より  𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 

  

定積分と微分 

問 11 

５ 
例題 
応 用 

 解 

問 12 問 10 

問 13 
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（教科書 p.216） 

右の図は，𝑥 座標が 1 から 𝑥 までの範囲で，関数 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 のグラフと 𝑥 軸の間にあ

る台形を表している。 

この台形の面積を 𝑆(𝑥) とすると 

𝑆(𝑥) =
1

2
(𝑥 − 1){2 + (𝑥 + 1)} 

=
1

2
𝑥2 + 𝑥 −

3

2
 (𝑥 ≧ 1) 

このとき，𝑆′(𝑥) = 𝑥 + 1 であるから 

𝑆′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

が成り立つ。 

 

 

定積分と面積 

区間 𝑎 ≦ 𝑥 ≦ 𝑏 において，𝑓(𝑥) ≧ 0 であるとする。 

曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥) と 𝑥 軸および 2 直線 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 で囲ま

れた図形の面積 𝑆 は 

𝑺 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 

 

 

放物線 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 + 3 と 𝑥 軸および 2 直線 𝑥 = 1, 𝑥 = 3 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求

めてみよう。 

区間 1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  𝑦 > 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (𝑥2 − 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

1

 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 + 3𝑥]

1

3

 

=
20

3
 

放物線 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 + 2 と 𝑥 軸および 2 直線 𝑥 = −2, 𝑥 = 1 で囲まれた図形の面積を求め

よ。 

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 1 では   𝑦 > 0  

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (𝑥2 + 2𝑥 + 2) 𝑑𝑥
1

−2

 

= [
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥]

−2

1

 

= (
1

3
+ 1 + 2) − (−

8

3
+ 4 − 4) = 𝟔 

 

放物線 𝑦 = −𝑥2 + 2𝑥 と 𝑥 軸で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

 

放物線 𝑦 = −𝑥2 + 2𝑥 と 𝑥 軸との交点の 𝑥 座標は，方程式 

−𝑥2 + 2𝑥 = 0 

の解であるから 𝑥 = 0, 2 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 2 では  𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 2𝑥)𝑑𝑥 = [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2]

0

2

=
4

3

2

0

 

  

例 ７ 

例 ８ 

問 14 

６ 
 

例題 

３ 定積分と面積 

 解 
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次の放物線と 𝑥 軸で囲まれた図形の面積を求めよ。 

(1) 𝑦 = −𝑥2 + 1  

−𝑥2 + 1 = 0 より   𝑥 = ±1 

放物線と 𝑥 軸は (−1，0)，(1，0) で交わり，区間−1 ≦ 𝑥 ≦ 1 では   𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 1) 𝑑𝑥
1

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥]

−1

1

=
𝟒

𝟑
 

 

(2) 𝑦 = −𝑥2 + 𝑥 + 2  

−𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 より   𝑥 = −1，2 

放物線と 𝑥 軸は (−1，0)，(2，0) で交わり，区間−1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では  𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 𝑥 + 2) 𝑑𝑥
2

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 + 2𝑥]

−1

2

=
𝟗

𝟐
 

 

(3) 𝑦 = −4𝑥2 + 8𝑥 − 3 

−4𝑥2 + 8𝑥 − 3 = 0 より   𝑥 =
1

2
，

3

2
 

放物線と 𝑥 軸は (
1

2
，0)， (

3

2
，0) で交わり，区間 

1

2
≦ 𝑥 ≦

3

2
 では  𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (−4𝑥2 + 8𝑥 − 3) 𝑑𝑥

3
2

1
2

 

= [−
4

3
𝑥3 + 4𝑥2 − 3𝑥]

1
2

3
2

=
𝟐

𝟑
 

𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフと 𝑦 = −𝑓(𝑥) のグラフは 𝑥 軸に関して対称

である 

から，求める面積 𝑆 は，曲線 𝑦 = −𝑓(𝑥) と 𝑥 軸および 2 直線 

 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 で囲まれた図形の面積と等しい。 

ここで，−𝑓(𝑥) ≧ 0 となるから，面積𝑆 は 

𝑆 = ∫ {−𝑓(𝑥)}𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎
（⑫  − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  ） 

 

 

放物線 𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 と 𝑥 軸，𝑦 軸および直線 𝑥 = 3 で囲まれた図形の面積を求めよ。 

𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 − 4 = (𝑥 + 1)(𝑥 − 4) であるから区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 3 では 𝑦 < 0 である。 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = − ∫ (𝑥2 − 3𝑥 − 4) 𝑑𝑥
3

0

 

= − [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 − 4𝑥]

0

3

=
𝟑𝟑

𝟐
 

 

曲線 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 と 𝑥 軸で囲まれた 2 つの部分の面積の和を求めよ。 

 

曲線 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 と 𝑥 軸との交点の 𝑥 座標は，方程 式

𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 = 0 の解である。 

𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 0 より 

𝑥 = −2, 0, 1  

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 0 では 𝑦 ≧ 0 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 1 では 𝑦 ≦ 0 

よって，求める面積の和は 

∫ (𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥) 𝑑𝑥 − ∫ (𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥) 𝑑𝑥
1

0

0

−2

 

= [
1

4
𝑥4 +

1

3
𝑥3 − 𝑥2]

−2

0

− [
1

4
𝑥4 +

1

3
𝑥3 − 𝑥2]

0

1

=
37

12
 

  

問 15 

問 16 

７ 
 

例題 

 解 
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曲線 𝑦 = −𝑥3 + 4𝑥 と 𝑥 軸で囲まれた 2 つの部分の面積の和を求めよ。 

曲線 𝑦 = −𝑥3 + 4𝑥 と 𝑥 軸との交点の 𝑥 座標は， 

方程式 −𝑥3 + 4𝑥 = 0 の解である。 

−𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 2) = 0 より 

𝑥 = −2，0，2 

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 0 では 𝑦 ≦ 0 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 2 では     𝑦 ≧ 0 

よって，求める面積の和は 

− ∫ (−𝑥3 + 4𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥3 + 4𝑥) 𝑑𝑥
2

0

0

−2

 

= [
1

4
𝑥4 − 2𝑥2]

−2

0

+ [−
1

4
𝑥4 + 2𝑥2]

0

2

= 𝟖 

(参考)  𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 4𝑥 とおくと，𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) が成り立つことから，𝑓(𝑥) は奇関数

である。すなわち，𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは原点に関して対称である。 

よって，区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 0 の部分の面積と区間0 ≦ 𝑥 ≦ 2 の部分の面積は等しい。 

したがって，求める面積の和は 

2 ∫ (−𝑥3 + 4𝑥) 𝑑𝑥
2

0
 

= 2 [−
1

4
𝑥4 + 2𝑥2]

0

2

= 8 

 

（教科書 p.22０） 

 

2 曲線間の面積 

区間 𝒂 ≦ 𝒙 ≦ 𝒃 において 
𝒇(𝒙) ≧ 𝒈(𝒙) 

であるとき，2 曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑦 = 𝑔(𝑥) と 2 直線 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 で囲まれた図形の

面積𝑆 は 

𝑺 = ∫ {𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)}𝒅𝒙
𝒃

𝒂

 

 
2 つの放物線 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥, 𝑦 = −𝑥2 + 4 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

 

2 つの放物線の交点の 𝑥 座標は，方程式 

𝑥2 − 2𝑥 = −𝑥2 + 4 

の解 𝑥 = −1, 2 である。 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では 

−𝑥2 + 4 ≧ 𝑥2 − 2𝑥 

であるから，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−𝑥2 + 4) − (𝑥2 − 2𝑥)}𝑑𝑥
2

−1

 

= ∫ (−2𝑥2 + 2𝑥 + 4)𝑑𝑥
2

−1

 

= [−
2

3
𝑥3 + 𝑥2 + 4𝑥]

−1

2

= 9 

  

2曲線間の面積 

８ 
 

例題 

 解 

問 17 
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次の曲線または直線で囲まれた図形の面積を求めよ。 

(1) 𝑦 = −𝑥2 − 2𝑥, 𝑦 = −𝑥 

−𝑥2 − 2𝑥 = −𝑥 より   𝑥 = 0， − 1 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 0 では  −𝑥2 − 2𝑥 ≧ −𝑥 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−𝑥2 − 2𝑥) − (−𝑥)} 𝑑𝑥
0

−1

 

= ∫ (−𝑥2 − 𝑥) 𝑑𝑥
0

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2]

−1

0

=
𝟏

𝟔
 

 

(2) 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 2 

𝑥2 + 2𝑥 = 𝑥 + 2 より  𝑥 = −2，1 

区間−2 ≦ 𝑥 ≦ 1 では   𝑥2 + 2𝑥 ≦ 𝑥 + 2 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥 + 2) − (𝑥2 + 2𝑥)} 𝑑𝑥
1

−2

 

= ∫ (−𝑥2 − 𝑥 + 2) 𝑑𝑥
1

−2

 

= [−
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 + 2𝑥]

−2

1

=
𝟗

𝟐
 

 

(3) 𝑦 = 2𝑥2, 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 

2𝑥2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 より  𝑥 = −1，3 

区間−1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  2𝑥2 ≦ 𝑥2 + 2𝑥 + 3 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥2 + 2𝑥 + 3) − 2𝑥2} 𝑑𝑥
3

−1

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

−1

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥]

−1

3

=
𝟑𝟐

𝟑
 

（教科書 p.222） 
 

定積分 ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥 
3

0
を求めよ。 

 

定積分 ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥 
3

0
の値は，𝑦 = | 𝑥(𝑥 − 2) | のグラフと 𝑥 軸および直線 𝑥 = 3 で囲

まれた 2 つの部分の面積の和を表している。 

よって，積分する区間を分けて絶対値記号をはずしてから積分する。 

関数 𝑦 = | 𝑥(𝑥 − 2) | は， 

0 ≦ 𝑥 ≦ 2 のとき 

𝑥(𝑥 − 2) ≦ 0 であるから 

| 𝑥(𝑥 − 2) | = −𝑥(𝑥 − 2) 

= −𝑥2 + 2𝑥 

2 ≦ 𝑥 ≦ 3 のとき 

𝑥(𝑥 − 2) ≧ 0 であるから 

| 𝑥(𝑥 − 2) | = 𝑥(𝑥 − 2) 

= 𝑥2 − 2𝑥 

よって，グラフは右の図のようになる。 

したがって，求める定積分は 

∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥
3

0

= ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥
2

0

+ ∫ | 𝑥(𝑥 − 2) |𝑑𝑥
3

2

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥)𝑑𝑥 + ∫ (𝑥2 − 2𝑥)𝑑𝑥
3

2

2

0

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2]

0

2

+ [
1

3
𝑥3 − 𝑥2]

2

3

=
8

3
 

 

９ 
 

例題 

 解 

問 18 絶対値のついた関数の定積分 

考え方 
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定積分 ∫ | 𝑥2 − 1 |𝑑𝑥 
3

0
を求めよ。 

| 𝑥2 − 1 | = | (𝑥 + 1)(𝑥 − 1) | は 

0 ≦ 𝑥 ≦ 1 のとき  | 𝑥2 − 1 | = −𝑥2 + 1 

1 ≦ 𝑥 ≦ 3 のとき  | 𝑥2 − 1 | = 𝑥2 − 1 

よって 

∫ | 𝑥2 − 1 | 𝑑𝑥
3

0

 

= ∫ (−𝑥2 + 1) 𝑑𝑥 + ∫ (𝑥2 − 1)
3

1

𝑑𝑥
1

0

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥]

0

1

+ [
1

3
𝑥3 − 𝑥]

1

3

 

= (−
1

3
+ 1) − 0 + (9 − 3) − (

1

3
− 1) 

=
𝟐𝟐

𝟑
 

 

  

問 19 
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（教科書 p.223） 

次の定積分に関する公式は，放物線と直線で囲まれた図形の面積を求めるときによく用いられる。 

∫ (𝒙 − 𝜶)(𝒙 − 𝜷)𝒅𝒙 = −
𝟏

𝟔
(𝜷 − 𝜶)𝟑

𝜷

𝜶

 

 

∫ (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)𝑑𝑥 = ∫ {𝑥2 − (𝛼 + 𝛽)𝑥 + 𝛼𝛽}𝑑𝑥
𝛽

𝛼

𝛽

𝛼
 

= [
1

3
𝑥3 −

1

2
(𝛼 + 𝛽)𝑥2 + 𝛼𝛽𝑥]

𝛼

𝛽

 

=
1

3
(𝛽3 − 𝛼3) −

1

2
(𝛼 + 𝛽)(𝛽2 − 𝛼2) + 𝛼𝛽(𝛽 − 𝛼) 

=
1

3
(𝛽 − 𝛼)(𝛽2 + 𝛽𝛼 + 𝛼2) −

1

2
(𝛽 + 𝛼)2(𝛽 − 𝛼) + 𝛽𝛼(𝛽 − 𝛼) 

=
1

6
(𝛽 − 𝛼){2(𝛽2 + 𝛽𝛼 + 𝛼2) − 3(𝛽2 + 2𝛽𝛼 + 𝛼2) + 6𝛽𝛼} 

=
1

6
(𝛽 − 𝛼)(−𝛽2 + 2𝛽𝛼 − 𝛼2) 

= −
1

6
(𝛽 − 𝛼)3 

 

上の公式を利用して，放物線 𝑦 = −𝑥2 + 7𝑥 − 10 と 𝑥 軸で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めて

みよう。 

−𝑥2 + 7𝑥 − 10 =   − (𝑥 − 2)(𝑥 − 5)   より 

𝑆 = ∫ (−𝑥2 + 7𝑥 − 10)𝑑𝑥 = − ∫ (𝑥 − 2)(𝑥 − 5)
5

2

5

2

𝑑𝑥 

= − {−
1

6
(5 − 2)3} =

9

2
 

放物線 𝑦 = −𝑥2 + 3𝑥 + 5 と直線 𝑦 = 𝑥 + 2 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

−𝑥2 + 3𝑥 + 5 = 𝑥 + 2 より   𝑥 = −1，3 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  −𝑥2 + 3𝑥 + 5 ≧ 𝑥 + 2 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−𝑥2 + 3𝑥 + 5) − (𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
3

−1

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

−1

 

= − ∫ (𝑥 + 1)(𝑥 − 3) 𝑑𝑥
3

−1

 

= − [−
1

6
{3 − (−1)}3] =

43

6
=

𝟑𝟐

𝟑
 

 

  

問１ 
参 考 放物線と直線で囲まれた図形の面積 

 証明 

例 １ 
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（教科書 p.224） 

１８ 関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) のグラフは 2 点 A(0, 1), B(3, 1) を通り，このグラフ上の各点 (𝑥, 𝑦) に

おける接線の傾きは 𝑥2 − 𝑎𝑥 である。定数 𝑎 の値および関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑓′(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎𝑥 より 

𝑓(𝑥) = ∫(𝑥2 − 𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑎𝑥2 + 𝐶 

点 A，B を通るから 

𝑓(0) = 𝐶 = 1 

𝑓(3) = 9 −
9

2
𝑎 + 𝐶 = 1 

よって  𝒂 = 𝟐 

ゆえに  𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟏 

 

１９ 1 次関数 𝑓(𝑥) = 𝑝𝑥 + 𝑞 について 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −1
1

0

, ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
1

0

 

が同時に成り立つような定数 𝑝, 𝑞 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ (𝑝𝑥 + 𝑞) 𝑑𝑥
1

0

1

0

 

= [
1

2
𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥]

0

1

 

=
1

2
𝑝 + 𝑞 = −1 

∫ 𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ (𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥) 𝑑𝑥
1

0

1

0

 

= [
1

3
𝑝𝑥3 +

1

2
𝑞𝑥2]

0

1

 

=
1

3
𝑝 +

1

2
𝑞 = 0 

ゆえに  𝒑 = 𝟔，𝒒 = −𝟒 

２０ 次の条件を満たす 2 次関数 𝑓(𝑥) を求めよ。 

𝑓(1) = −2, 𝑓′(1) = 1, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
9

2

2

−1

 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  (𝑎 ≠ 0) とおくと 

𝑓(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −2  ……① 

𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏 より 

𝑓′(1) = 2𝑎 + 𝑏 = 1    ……② 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
2

−1

 

= [
1

3
𝑎𝑥3 +

1

2
𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥]

−1

2

 

= 3𝑎 +
3

2
𝑏 + 3𝑐 = −

9

2
    ……③ 

①，②，③より 𝑎 = 1，𝑏 = −1，𝑐 = −2 

よって  𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐 

 

２１ 次の等式を満たす関数 𝑓(𝑥) と定数 𝑎 の値を求めよ。 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥3 − 5𝑥2 + 3𝑎𝑥 + 2𝑎
𝑥

−2

 

𝑓(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

−2

 

=
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥3 − 5𝑥2 + 3𝑎𝑥 + 2𝑎) 

= 3𝑥2 − 10𝑥 + 3𝑎 

また  ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = −8 − 20 − 6𝑎 + 2𝑎
−2

−2
= 0 

よって  𝒂 = −𝟕 

ゆえに  𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 − 𝟐𝟏 

 

  

問 題 
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２２ 次の図形の面積を求めよ。 

(1) 放物線 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 と直線 𝑦 = −3𝑥 + 8 で囲まれた図形 

𝑥2 − 𝑥 = −3𝑥 + 8 より  𝑥 = −4，2 

区間 −4 ≦ 𝑥 ≦ 2 では   𝑥2 − 𝑥 ≦ −3𝑥 + 8 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−3𝑥 + 8) − (𝑥2 − 𝑥)} 𝑑𝑥
2

−4

 

= ∫ (−𝑥2 − 2𝑥 + 8) 𝑑𝑥
2

−4

 

= [−
1

3
𝑥3 − 𝑥2 + 8𝑥]

−4

2

= 𝟑𝟔 

 

(2) 2 つの放物線 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 − 8, 𝑦 = −2𝑥2 + 𝑥 + 10 で囲まれた図形 

𝑥2 − 2𝑥 − 8 = −2𝑥2 + 𝑥 + 10より  𝑥 = −2，3 

区間 −2 ≦ 𝑥 ≦ 3 では  𝑥2 − 2𝑥 − 8 ≦ −2𝑥2 + 𝑥 + 10 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(−2𝑥2 + 𝑥 + 10) − (𝑥2 − 2𝑥 − 8)}
3

−2

𝑑𝑥 

= ∫ (−3𝑥2 + 3𝑥 + 18) 𝑑𝑥
3

−2

 

= [−𝑥3 +
3

2
𝑥2 + 18𝑥]

−2

3

=
𝟏𝟐𝟓

𝟐
 

 

(3) 放物線 𝑦 = 𝑥2 と直線 𝑦 = 2𝑥 + 1 で囲まれた図形 

𝑥2 = 2𝑥 + 1 より  𝑥 = 1 ± √2 

区間 1 − √2 ≦ 𝑥 ≦ 1 + √2 では  𝑥2 ≦ 2𝑥 + 1 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(2𝑥 + 1) − 𝑥2} 𝑑𝑥
1+√2

1−√2

 

= ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 1) 𝑑𝑥
1+√2

1−√2

 

= [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥]

1−√2

1+√2

=
𝟖√𝟐

𝟑
 

２３ 曲線 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 と直線 𝑦 = −2𝑥 で囲まれた 2 つの部分の面積の和を求めよ。  

曲線 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 と直線 𝑦 = −2𝑥 との交点の 𝑥 座標は方

程式 𝑥3 − 3𝑥2 = −2𝑥 の解である。 

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) = 0 より 

𝑥 = 0，1，2 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 1 では 𝑥3 − 3𝑥2 ≧ −2𝑥 

区間 1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では 𝑥3 − 3𝑥2 ≦ −2𝑥 

よって，求める面積の和は 

∫ {(𝑥3 − 3𝑥2) − (−2𝑥)}
1

0

𝑑𝑥

+ ∫ {(−2𝑥) − (𝑥3 − 3𝑥2)} 𝑑𝑥
2

1

 

= ∫ (𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥3 + 3𝑥2 − 2𝑥)
2

1

1

0

𝑑𝑥 

= [
1

4
𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2]

0

1

+ [−
1

4
𝑥4 + 𝑥3 − 𝑥2]

1

2

 

=
𝟏

𝟐
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２４ 2 つの放物線 𝑦 = −3𝑥2 + 7𝑥 + 2, 𝑦 = 2𝑥2 − 3𝑥 + 2 の 2 交点を通る直線を 𝑙 とする。こ

れら 

 2 つの放物線で囲まれた図形について，𝑙 より上方にある部分の面積 𝑆1 と，𝑙 より下方にあ

る部分の面積 𝑆2 の比を求めよ。 

−3𝑥2 + 7𝑥 + 2 = 2𝑥2 − 3𝑥 + 2より  𝑥 = 0，2 

よって，2 つの放物線の交点は 

(0，2)，(2，4) 

したがって，直線 𝑙 は 𝑦 = 𝑥 + 2 である。 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 2 では 

−3𝑥2 + 7𝑥 + 2 ≧ 𝑥 + 2 

2𝑥2 − 3𝑥 + 2 ≦ 𝑥 + 2 

ゆえに 

𝑆1 = ∫ {(−3𝑥2 + 7𝑥 + 2) − (𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
2

0

 

= 3 ∫ (−𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥
2

0

 

𝑆2 = ∫ {(𝑥 + 2) − (2𝑥2 − 3𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
2

0

 

= 2 ∫ (−𝑥2 + 2𝑥) 𝑑𝑥
2

0

 

したがって  𝑺𝟏 ∶ 𝑺𝟐 = 𝟑 ∶ 𝟐 

２５ 定積分 ∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 |𝑑𝑥
4

−2
 を求めよ。 

| 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | = | (𝑥 + 1)(𝑥 − 3) | は 

−2 ≦ 𝑥 ≦ −1 および 3 ≦ 𝑥 ≦ 4 のとき 

| 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | = 𝑥2 − 2𝑥 − 3 

−1 ≦ 𝑥 ≦ 3 のとき 

| 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | = −𝑥2 + 2𝑥 + 3 

よって 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
4

−2

 

= ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 3) 𝑑𝑥 + ∫ (−𝑥2 + 2𝑥 + 3) 𝑑𝑥
3

−1

−1

−2

+ ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 3) 𝑑𝑥
4

3

 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥]

−2

−1

+ [−
1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥]

−1

3

+ [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥]

3

4

 

=
5

3
− (−

2

3
) + 9 − (−

5

3
) + (−

20

3
) − (−9) 

=
𝟒𝟔

𝟑
 

(参考) 曲線 𝑦 = | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | は直線 𝑥 = 1 に関して対称であるから 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
4

3

= ∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
−1

−2

 

= ∫ (𝑥2 − 2𝑥 − 3) 𝑑𝑥
−1

−2

 

= [
1

3
𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥]

−2

−1

 

=
7

3
         ……① 

また 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
3

−1

= ∫ {−(𝑥 + 1)(𝑥 − 3)} 𝑑𝑥
3

−1

 

=
1

6
{3 − (−1)}3 =

32

3
  ……② 

①，②より 

∫ | 𝑥2 − 2𝑥 − 3 | 𝑑𝑥
4

−2

= 2 ⋅
7

3
+

32

3
=

46

3
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（教科書 p.225） 

𝑛 が正の整数のとき，次の公式が成り立つ。 

（⑬  𝑦 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛  ）  ならば  （⑭  𝑦′ = 𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛−1  ） 

 

𝑦 = (2𝑥 + 3)6 ならば 

𝑦′ = 2 ⋅ 6(2𝑥 + 3)6−1 = 12(2𝑥 + 3)5 

 

次の関数を微分せよ。 

(1) 𝑦 = (3𝑥 + 5)4  

𝑦′ = 3 ⋅ 4(3𝑥 + 5)4−1 

= 𝟏𝟐(𝟑𝒙 + 𝟓)𝟑 

 

(2) 𝑦 = (1 − 𝑥)5 

𝑦′ = −1 ⋅ 5(1 − 𝑥)5−1 

= −𝟓(𝟏 − 𝒙)𝟒 

 

 

𝑛 が正の整数または 0 のとき，次の公式が成り立つ。 

（⑮  ∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑑𝑥 =
1

𝑎(𝑛+1)
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛+1 + 𝐶  ） 

 

∫(2𝑥 + 5)4𝑑𝑥 =
1

2(4+1)
(2𝑥 + 5)4+1 + 𝐶 

=
1

10
(2𝑥 + 5)5 + 𝐶 

 

不定積分 ∫(𝑥 − 3)3𝑑𝑥 を求めよ。 

∫(𝑥 − 3)3 𝑑𝑥 =
1

3 + 1
(𝑥 − 3)3+1 + 𝐶 

=
𝟏

𝟒
(𝒙 − 𝟑)𝟒 + 𝑪 

 

 

 

定積分 ∫ (3𝑥 − 2)4𝑑𝑥 
1

0
を求めよ。 

∫ (3𝑥 − 2)4 𝑑𝑥 = [
1

3 ⋅ 5
(3𝑥 − 2)5]

0

11

0

 

=
1

15
− (−

32

15
) =

33

15
=

𝟏𝟏

𝟓
 

 

  

参 考 (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒏 の微分と積分 

問１ 

例 １ 

問２ 

例 ２ 

問３ 
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（教科書 p.226） 

放物線 𝑦 = 𝑥2 上の 2 点 A(−1, 1), B(3, 9) における接線をそれぞれ 𝑙, 𝑚 とする。このと

き，放物線 𝑦 = 𝑥2 と 2 接線 𝑙, 𝑚 で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めてみよう。 

𝑦′ = 2𝑥 より 

𝑙 の方程式は 𝑦 − 1 = −2(𝑥 + 1) 

すなわち 

𝑦 = −2𝑥 − 1  ……① 

𝑚 の方程式は 𝑦 − 9 = 6(𝑥 − 3) 

すなわち 

𝑦 = 6𝑥 − 9   ……② 

𝑙 と 𝑚 の交点 P の 𝑥 座標は①，②より 

−2𝑥 − 1 = 6𝑥 − 9 

ゆえに 𝑥 = 1 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 1 では  𝑥2 ≧ −2𝑥 − 1 

区間 1 ≦ 𝑥 ≦ 3 では   𝑥2 ≧ 6𝑥 − 9 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {𝑥2 − (−2𝑥 − 1)} 𝑑𝑥 + ∫ {𝑥2 − (6𝑥 − 9)} 𝑑𝑥
3

1

1

−1

 

= ∫ (𝑥 + 1)2 𝑑𝑥 + ∫ (𝑥 − 3)2 𝑑𝑥
3

1

1

−1
 

= [
1

3
(𝑥 + 1)3]

−1

1

+ [
1

3
(𝑥 − 3)3]

1

3

=
16

3
 

 

放物線 𝑦 = 2𝑥2 − 𝑥 + 2 について，次の問に答えよ。 

(1) 原点 O からこの放物線に引いた 2 本の接線の方程式を求めよ。 

接点を P(𝑎，2𝑎2 − 𝑎 + 2) とおく。 

𝑦′ = 4𝑥 − 1 であるから，点 P における接線の方程式は 

𝑦 − (2𝑎2 − 𝑎 + 2) = (4𝑎 − 1)(𝑥 − 𝑎) 

すなわち 

𝑦 = (4𝑎 − 1)𝑥 − 2𝑎2 + 2  ……① 

①が原点 O を通るから 

−2𝑎2 + 2 = 0 

よって 𝑎 = −1，1 

これらを①に代入すると 

𝑎 = −1 のとき 

𝑦 = −5𝑥 

𝑎 = 1 のとき 

𝑦 = 3𝑥 

したがって，求める接線の方程式は 

𝒚 = −𝟓𝒙，𝒚 = 𝟑𝒙 

 

(2) (1)で求めた接線と放物線で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 0 では 2𝑥2 − 𝑥 + 2 ≧ −5𝑥 

区間 0 ≦ 𝑥 ≦ 1 では 2𝑥2 − 𝑥 + 2 ≧ 3𝑥 

よって，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(2𝑥2 − 𝑥 + 2) − (−5𝑥)} 𝑑𝑥
0

−1

+ ∫ {(2𝑥2 − 𝑥 + 2) − (3𝑥)} 𝑑𝑥
1

0

 

= 2 ∫ (𝑥 + 1)2 𝑑𝑥 + 2 ∫ (𝑥 − 1)2 𝑑𝑥
1

0

0

−1

 

= 2 [
1

3
(𝑥 + 1)3]

−1

0

+ 2 [
1

3
(𝑥 − 1)3]

0

1

 

=
𝟒

𝟑
 

 

  

参 考 曲線と接線の囲む図形の面積 問１ 

例 １ 
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曲線 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 上の点 (2, 0) における接線と曲線で囲まれた図形の面積 𝑆 を求め

てみよう。 

𝑦′ = 3𝑥2 − 6𝑥 + 2 であるから，接線の傾きは（  2  ）である。 

よって，接線の方程式は 

𝑦 = 2𝑥 − 4 

曲線と接線の交点の 𝑥 座標は 

𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 = 2𝑥 − 4 

すなわち，方程式 𝑥3 − 3𝑥2 + 4 = 0 の解である。 

(𝑥 − 2)(𝑥2 − 𝑥 − 2) = 0 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 2)2 = 0 

よって 𝑥 = −1, 2 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 2 では，𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 ≧ 2𝑥 − 4 であるから，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) − (2𝑥 − 4)} 𝑑𝑥
2

−1

 

= ∫ (𝑥3 − 3𝑥2 + 4) 𝑑𝑥
2

−1

 

= [
1

4
𝑥4 − 𝑥3 + 4𝑥]

−1

2

 

=
27

4
 

 

 

 
曲線 𝑦 = 𝑥3 − 𝑥2 + 3 上の点 (1, 3) における接線と曲線で囲まれた図形の面積 𝑆 を求めよ。 

𝑦′ = 3𝑥2 − 2𝑥 であるから，接線の傾きは 1である。 

よって，接線の方程式は 

𝑦 = 𝑥 + 2 

曲線と接線の交点の 𝑥 座標は 

𝑥3 − 𝑥2 + 3 = 𝑥 + 2 

すなわち 

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)2 = 0 

これを解いて  𝑥 = −1，1 

区間 −1 ≦ 𝑥 ≦ 1 では，𝑥3 − 𝑥2 + 3 ≧ 𝑥 + 2 であるから，求める面積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ {(𝑥3 − 𝑥2 + 3) − (𝑥 + 2)} 𝑑𝑥
1

−1

 

= ∫ (𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1) 𝑑𝑥
1

−1

 

= [
1

4
𝑥4 −

1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 + 𝑥]

−1

1

 

=
𝟒

𝟑
 

 

例 ２ 問２ 


