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（教科書 p.44） 

等式 (𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 のように，その中の文字にどのような数を代入しても成り立つ等式

を（①  恒等式  ）という。 

 

 

（②  𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝒂′𝒙𝟐 + 𝒃′𝒙 + 𝒄′   ）が（③   𝒙 についての恒等式  ）である 

（④  ⇔ 𝒂 = 𝒂′, 𝒃 = 𝒃′, 𝒄 = 𝒄′   ） 

 

一般に，整式 𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥) について，次のことが成り立つ。 

整式の恒等式 

𝑃(𝑥) = 𝑄(𝑥) が 𝑥 についての恒等式である 

⇔ 𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥) の同じ次数の項の係数が一致する 

 

 

等式 𝑎(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) + 𝑏𝑥(𝑥 + 1) + 𝑐𝑥(𝑥 − 1) = 3𝑥 − 1 が 𝑥 についての恒等式となるように，

定数 𝑎, 𝑏, 𝑐 の値を定めよ。 

等式の左辺を整理すると 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑥2 + (𝑏 − 𝑐)𝑥 − 𝑎 = 3𝑥 − 1 

この等式が恒等式となるためには 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0   ……① 

𝑏 − 𝑐 = 3   ……② 

−𝑎 = −1   ……③ 

①，②，③を連立して 𝑎, 𝑏, 𝑐 の値を求めると 

𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑐 = −2  

 

 

 

 

 

 

 

 

等式 𝑎(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) + 𝑏(𝑥 − 2)(𝑥 − 3) + 𝑐(𝑥 − 3)(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 5 が 𝑥 についての恒等式とな

るように，定数 𝑎, 𝑏, 𝑐 の値を定めよ。 

左辺を整理すると 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑥2 + (−3𝑎 − 5𝑏 − 4𝑐)𝑥 + 2𝑎 + 6𝑏 + 3𝑐 

= 3𝑥 + 5 

この等式が恒等式となるためには 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 

−3𝑎 − 5𝑏 − 4𝑐 = 3 

2𝑎 + 6𝑏 + 3𝑐 = 5 

これを解いて  𝒂 = 𝟕，𝒃 = 𝟒，𝒄 = −𝟏𝟏 

 

〔別解〕𝑥 = 1，2，3 をそれぞれ代入すると 

2𝑏 = 8， − 𝑐 = 11，2𝑎 = 14 

よって  𝑎 = 7，𝑏 = 4，𝑐 = −11 

逆に，これらを等式に代入すると，左辺 = 右辺となって，𝑥 についての恒等式となる。 

したがって  𝑎 = 7，𝑏 = 4，𝑐 = −11 

 

 

（教科書 p.4６） 

等式 
3𝑥+8

(𝑥−2)(3𝑥+1)
=

𝑎

𝑥−2
+

𝑏

3𝑥+1
 が 𝑥 についての恒等式となるように，定数 𝑎, 𝑏 の値を定めよ。 

両辺に (𝑥 − 2)(3𝑥 + 1) を掛けると 

3𝑥 + 8 = 𝑎(3𝑥 + 1) + 𝑏(𝑥 − 2) 

右辺を整理すると 

3𝑥 + 8 = (3𝑎 + 𝑏)𝑥 + (𝑎 − 2𝑏) 

この等式が恒等式となるためには  3𝑎 + 𝑏 = 3,  𝑎 − 2𝑏 = 8 

これを解いて   𝑎 = 2,  𝑏 = −3 

 

 

  

1 
 

例題 

４ 節 式と証明 
1 恒等式 

整式の恒等式 

 解 

問１ 

整式の恒等式 分数式の恒等式 

２ 
 

例題 

 解 
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等式 
4𝑥−13

𝑥2+𝑥−6
=

𝑎

𝑥+3
+

𝑏

𝑥−2
 が 𝑥 についての恒等式となるように，定数 𝑎, 𝑏 の値を定めよ。 

𝑥2 + 𝑥 − 6 = (𝑥 + 3)(𝑥 − 2)より 

両辺に (𝑥 + 3)(𝑥 − 2) を掛けると 

4𝑥 − 13 = 𝑎(𝑥 − 2) + 𝑏(𝑥 + 3) 

右辺を整理すると 

4𝑥 − 13 = (𝑎 + 𝑏)𝑥 + (−2𝑎 + 3𝑏) 

この等式が恒等式となるためには 

𝑎 + 𝑏 = 4， − 2𝑎 + 3𝑏 = −13 

これを解いて  𝒂 = 𝟓，𝒃 = −𝟏 

 

 

 

（教科書 p.46） 

等式 (2𝑎 + 𝑏)2 − (𝑎 + 2𝑏)2 = 3(𝑎2 − 𝑏2) を示してみよう。 

この式の左辺を変形すると 

(2𝑎 + 𝑏)2 − (𝑎 + 2𝑏)2 = (4𝑎2 + 4𝑎𝑏 + 𝑏2) − (𝑎2 + 4𝑎𝑏 + 4𝑏2) 

= 3𝑎2 − 3𝑏2 = 3(𝑎2 − 𝑏2) 

ゆえに   (2𝑎 + 𝑏)2 − (𝑎 + 2𝑏)2 = 3(𝑎2 − 𝑏2) 

 

 

 

等式 (𝑥 + 1)3 − (3𝑥2 + 1) = (𝑥 − 1)3 + (3𝑥2 + 1) を証明せよ。 

 

両辺をそれぞれ変形すると 

(𝑥 + 1)3 − (3𝑥2 + 1) = (𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1) − (3𝑥2 + 1) 

= 𝑥3 + 3𝑥 

(𝑥 − 1)3 + (3𝑥2 + 1) = (𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1) + (3𝑥2 + 1) 

= 𝑥3 + 3𝑥 

ゆえに  (𝑥 + 1)3 − (3𝑥2 + 1) = (𝑥 − 1)3 + (3𝑥2 + 1) 

 

 

 

 

 

次の等式を証明せよ。 

(1) (𝑥2 − 1)2 + 3𝑥(𝑥 − 1) = (𝑥2 + 1)2 − 𝑥(𝑥 + 3) 

両辺をそれぞれ変形すると 

(𝑥2 − 1)2 + 3𝑥(𝑥 − 1) = 𝑥4 + 𝑥2 − 3𝑥 + 1 

(𝑥2 + 1)2 − 𝑥(𝑥 + 3) = 𝑥4 + 𝑥2 − 3𝑥 + 1 

ゆえに 

(𝑥2 − 1)2 + 3𝑥(𝑥 − 1) = (𝑥2 + 1)2 − 𝑥(𝑥 + 3) 

 

 

(2) (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2 

両辺をそれぞれ変形すると 

(𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) 

= 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑑2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑏2𝑑2 

(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2 

= 𝑎2𝑐2 + 𝑎2𝑑2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑏2𝑑2
 

ゆえに 

(𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2 

 

(参考) (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) 

= (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2 

= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)2 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 

この等式を用いると 

(22 + 32)(42 + 52) = 232 + 22 = 72 + 222 

 

 

  

問２ 

整式の恒等式 等式の証明 

例 １ 
 

３ 
 

例題 

 証明 

問３ 
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（教科書 p.47） 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 のとき，次の等式を証明せよ。 

2𝑎2 + 𝑏𝑐 = (𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎) 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 という条件から   𝑐 = −(𝑎 + 𝑏) 

これを用いて，証明する等式の両辺を 𝑎, 𝑏 で表すと 

2𝑎2 + 𝑏𝑐 = 2𝑎2 − 𝑏(𝑎 + 𝑏) = 2𝑎2 − 𝑎𝑏 − 𝑏2 

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎) = (𝑏 − 𝑎)(−2𝑎 − 𝑏) = 2𝑎2 − 𝑎𝑏 − 𝑏2 

ゆえに    2𝑎2 + 𝑏𝑐 = (𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎) 

 

 

𝑥 + 𝑦 = 1 のとき，等式 𝑥2 − 𝑥 = 𝑦2 − 𝑦 を証明せよ。 

𝑥 + 𝑦 = 1 より，𝑦 = 1 − 𝑥 を右辺に代入すると 

𝑦2 − 𝑦 = (1 − 𝑥)2 − (1 − 𝑥) 

= 1 − 2𝑥 + 𝑥2 − 1 + 𝑥 

= 𝑥2 − 𝑥 

ゆえに  𝑥2 − 𝑥 = 𝑦2 − 𝑦 

 

 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 のとき，次の等式を証明せよ。 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) = 0 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0より，𝑐 = −(𝑎 + 𝑏)を左辺に代入すると 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) 

= 𝑎2 + 𝑏2 + (𝑎 + 𝑏)2 + 2𝑎𝑏 − 2𝑏(𝑎 + 𝑏) − 2𝑎(𝑎 + 𝑏) 

= 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑏 − 2𝑏2 − 2𝑎2 − 2𝑎𝑏 

= 0 

ゆえに  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) = 0 

 

〔別解〕 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) 

= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 0 

 

 

（教科書 p.48） 
𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
 のように，比の値が等しいことを示す式を（⑤  比例式  ）という。 

 

 

𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
 のとき，

𝑎−𝑏

𝑎+𝑏
=

𝑐−𝑑

𝑐+𝑑
 を証明せよ。 

𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
= 𝑘 とおくと  𝑎 = 𝑏𝑘, 𝑐 = 𝑑𝑘 

よって 
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

𝑏𝑘 − 𝑏

𝑏𝑘 + 𝑏
=

𝑏(𝑘 − 1)

𝑏(𝑘 + 1)
=

𝑘 − 1

𝑘 + 1
 

𝑐 − 𝑑

𝑐 + 𝑑
=

𝑑𝑘 − 𝑑

𝑑𝑘 + 𝑑
=

𝑑(𝑘 − 1)

𝑑(𝑘 + 1)
=

𝑘 − 1

𝑘 + 1
 

ゆえに   
𝑎 − 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

𝑐 − 𝑑

𝑐 + 𝑑
 

 

  

４ 
 

例題 

整式の恒等式 条件つきの等式 

 証明 

問４ 

問５ 

比例式 

５ 
 

例題 

 証明 
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𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
 のとき，

𝑎+2𝑏

2𝑎+𝑏
=

𝑐+2𝑑

2𝑐+𝑑
 を証明せよ。 

𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
= 𝑘とおくと  𝑎 = 𝑏𝑘，𝑐 = 𝑑𝑘 

よって 

𝑎 + 2𝑏

2𝑎 + 𝑏
=

𝑏𝑘 + 2𝑏

2𝑏𝑘 + 𝑏
=

𝑏(𝑘 + 2)

𝑏(2𝑘 + 1) 

=
𝑘 + 2

2𝑘 + 1 

𝑐 + 2𝑑

2𝑐 + 𝑑
=

𝑑𝑘 + 2𝑑

2𝑑𝑘 + 𝑑
=

𝑑(𝑘 + 2)

𝑑(2𝑘 + 1) 

=
𝑘 + 2

2𝑘 + 1 

ゆえに  
𝑎 + 2𝑏

2𝑎 + 𝑏
=

𝑐 + 2𝑑

2𝑐 + 𝑑
 

 

(参考) 比例式の性質 
𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
 のとき 

(1) 
𝑎

𝑐
=

𝑏

𝑑
，

𝑑

𝑏
=

𝑐

𝑎
 

(2) 
𝑎+𝑏

𝑏
=

𝑐+𝑑

𝑑
，

𝑎−𝑏

𝑏
=

𝑐−𝑑

𝑑
 

(3) 
𝑎+𝑏

𝑎−𝑏
=

𝑐+𝑑

𝑐−𝑑
 

(4) 
𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
=

𝑎+𝑐

𝑏+𝑑
  (加比の理) 

(
𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
=

𝑒

𝑓
 のとき 

𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
=

𝑒

𝑓
=

𝑝𝑎 + 𝑞𝑐 + 𝑟𝑒

𝑝𝑏 + 𝑞𝑑 + 𝑟𝑓
) 

 

 

𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐 を 𝑎, 𝑏, 𝑐 の（⑥  連比  ）という。 

 

 

𝑥 ∶ 𝑦 ∶ 𝑧 = 4 ∶ 3 ∶ 2 ならば (𝑥 + 2𝑦) ∶ (2𝑥 − 𝑦) ∶ 5𝑧 = 2 ∶ 1 ∶ 2 であることを証明せよ。 

 
𝑥

4
=

𝑦

3
=

𝑧

2
= 𝑘 (𝑘 ≠ 0) とおくと 

𝑥 = 4𝑘, 𝑦 = 3𝑘, 𝑧 = 2𝑘  

ゆえに  (𝑥 + 2𝑦) ∶ (2𝑥 − 𝑦) ∶ 5𝑧 = 10𝑘 ∶ 5𝑘 ∶ 10𝑘 

= 2 ∶ 1 ∶ 2 

 

 

𝑥 ∶ 𝑦 ∶ 𝑧 = 2 ∶ 3 ∶ 4 ならば 𝑥2 ∶ 𝑦2 ∶ 𝑧2 = 4 ∶ 9 ∶ 16 であることを証明せよ。 
𝑥

2
=

𝑦

3
=

𝑧

4
= 𝑘  (𝑘 ≠ 0) とおくと 

𝑥 = 2𝑘，𝑦 = 3𝑘，𝑧 = 4𝑘 

2 乗すると 

𝑥2 = 4𝑘2，𝑦2 = 9𝑘2，𝑧2 = 16𝑘2 

ゆえに 

𝑥2 ∶ 𝑦2 ∶ 𝑧2 = 4𝑘2 ∶ 9𝑘2 ∶ 16𝑘2 = 4 ∶ 9 ∶ 16 

 

  

問６ 

６ 
 

例題 

 証明 

問７ 
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（教科書 p.49） 

実数 𝑎, 𝑏, 𝑐 に対して，次の性質が成り立つ。 

不等式の性質 

１ 𝑎 > 𝑏, 𝑏 > 𝑐 ⟹  𝑎 > 𝑐 

２ 𝑎 > 𝑏    ⟹  𝑎 + 𝑐 > 𝑏 + 𝑐,  𝑎 − 𝑐 > 𝑏 − 𝑐 

３ 𝑎 > 𝑏, 𝑐 > 0 ⟹  𝑎𝑐 > 𝑏𝑐,  
𝑎

𝑐
>

𝑏

𝑐
 

４ 𝑎 > 𝑏, 𝑐 < 0 ⟹  𝑎𝑐 < 𝑏𝑐,   
𝑎

𝑐
<

𝑏

𝑐
 

 

 

𝑎 > 𝑏  ⇔ 𝑎 − 𝑏 > 0 が成り立つことを，性質２を利用して証明してみよう。 

(⟹ の証明)   𝑎 > 𝑏 の両辺から 𝑏 を引くと  𝑎 − 𝑏 > 0 

(⟸ の証明)   𝑎 − 𝑏 > 0 の両辺に 𝑏 を加えると  𝑎 > 𝑏 

 

 

 

不等式の性質を用いて，次のことを示せ。 

(1) 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 ⟹  𝑎𝑏 > 0 

𝑎 > 0 の両辺に 𝑏  (> 0) を掛けて 

𝑎 ⋅ 𝑏 > 0 ⋅ 𝑏 

𝑎𝑏 > 0 

 

(2) 𝑎 < 0, 𝑏 < 0 ⟹  𝑎𝑏 > 0 

𝑎 < 0 の両辺に 𝑏  (< 0) を掛けて 

𝑎 ⋅ 𝑏 > 0 ⋅ 𝑏 

𝑎𝑏 > 0 

 

(3) 𝑎 > 𝑏, 𝑐 > 𝑑 ⟹  𝑎 + 𝑐 > 𝑏 + 𝑑 

𝑎 > 𝑏 の両辺に 𝑐 を加えて 

𝑎 + 𝑐 > 𝑏 + 𝑐  ……① 

𝑐 > 𝑑 の両辺に 𝑏 を加えて 

𝑏 + 𝑐 > 𝑏 + 𝑑  ……② 

①，②より 

𝑎 + 𝑐 > 𝑏 + 𝑑 

 

一般に，実数 𝑎, 𝑏 に対して，次の性質が成り立つ。 

（⑦  𝑎, 𝑏が同符号 ⇔ 𝑎𝑏 > 0  ） 

（⑧  𝑎, 𝑏が異符号 ⇔ 𝑎𝑏 < 0  ） 

 

 

𝑎 > 1, 𝑏 > 1 のとき，次の不等式が成り立つことを示せ。 

𝑎𝑏 + 1 > 𝑎 + 𝑏 

(𝑎𝑏 + 1) − (𝑎 + 𝑏) = 𝑎(𝑏 − 1) − (𝑏 − 1) 

= (𝑎 − 1)(𝑏 − 1) 

𝑎 > 1, 𝑏 > 1 より，𝑎 − 1 > 0, 𝑏 − 1 > 0 であるから 

(𝑎𝑏 + 1) − (𝑎 + 𝑏) = (𝑎 − 1)(𝑏 − 1) > 0 

ゆえに    𝑎𝑏 + 1 > 𝑎 + 𝑏 

 

 

𝑎 > 𝑐, 𝑏 > 𝑑 のとき，次の不等式が成り立つことを示せ。 

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 > 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 

(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑) − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 

= 𝑎(𝑏 − 𝑑) − 𝑐(𝑏 − 𝑑) = (𝑎 − 𝑐)(𝑏 − 𝑑) 

ここで，𝑎 − 𝑐 > 0，𝑏 − 𝑑 > 0 であるから 

(𝑎𝑏 + 𝑐𝑑) − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 

= (𝑎 − 𝑐)(𝑏 − 𝑑) > 0 

ゆえに  𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 > 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 

 

  

整式の恒等式 不等式の基本性質 

例 ２ 
 

問８ 

７ 
 

例題 

 証明 

問９ 

２ 不等式の証明 
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（教科書 p.50） 

𝑎 = 0 のとき 𝑎2 = 0 であるから，次の性質が成り立つ。 

実数の 2 乗 

実数 𝑎 に対し  𝒂𝟐 ≧ 𝟎 

とくに     𝒂𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝒂 = 𝟎 

 

 

不等式 2(𝑥2 + 𝑦2) ≧ (𝑥 + 𝑦)2 を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

 

2(𝑥2 + 𝑦2) − (𝑥 + 𝑦)2 = 2𝑥2 + 2𝑦2 − (𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2) 

= 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = (𝑥 − 𝑦)2 ≧ 0 

ゆえに    2(𝑥2 + 𝑦2) ≧ (𝑥 + 𝑦)2 

等号が成り立つのは，𝑥 − 𝑦 = 0，すなわち 𝑥 = 𝑦 のときである。 

 

 

不等式 5(𝑥2 + 𝑦2) ≧ (2𝑥 − 𝑦)2 を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

5(𝑥2 + 𝑦2) − (2𝑥 − 𝑦)2 

= 𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 4𝑦2 

= (𝑥 + 2𝑦)2 ≧ 0 

ゆえに  5(𝑥2 + 𝑦2) ≧ (2𝑥 − 𝑦)2 

等号が成り立つのは  𝑥 + 2𝑦 = 0 

すなわち 𝒙 = −𝟐𝒚 のときである。 

 

 

不等式 𝑥2 + 1 > 𝑥 を証明せよ。 

𝑥2 + 1 − 𝑥 = (𝑥 −
1

2
)

2
− (

1

2
)

2
+ 1 

= (𝑥 −
1

2
)

2

+
3

4
> 0 

ゆえに 𝑥2 + 1 > 𝑥 

 

不等式 2𝑥2 + 5 > 4𝑥 を証明せよ。 

2𝑥2 + 5 − 4𝑥 = 2(𝑥 − 1)2 + 3 > 0 

ゆえに  2𝑥2 + 5 > 4𝑥 

 

 

実数 𝑎, 𝑏 に対して，𝑎2 ≧ 0, 𝑏2 ≧ 0 であるから 

（⑨  𝑎2 + 𝑏2 ≧ 0  ） 

が成り立つ。ここで，等号が成り立つのは，𝑎2 = 0 かつ 𝑏2 = 0，すなわち 𝑎 = 𝑏 = 0 のときであ

る。 

 

 

不等式 𝑎2 + 𝑏2 ≧ 𝑎𝑏 を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎𝑏 = (𝑎 −
𝑏

2
)

2
− (

𝑏

2
)

2
+ 𝑏2 = (𝑎 −

𝑏

2
)

2
+

3

4
𝑏2 

(𝑎 −
𝑏

2
)

2
≧ 0,

3

4
𝑏2 ≧ 0 であるから 

(𝑎 −
𝑏

2
)

2

+
3

4
𝑏2 ≧ 0 

よって       𝑎2 + 𝑏2 ≧ 𝑎𝑏 

等号が成り立つのは，𝑎 −
𝑏

2
= 0 かつ 𝑏 = 0，すなわち 𝑎 = 𝑏 = 0 のときである。 

 

  

 証明 

整式の恒等式 実数の 2乗と不等式 

８ 
 

例題 

 証明 

問 10 

９ 
 

例題 

 証明 

問 11 

10 
 

例題 
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次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

(1) 𝑎2 + 2𝑏2 ≧ 2𝑎𝑏 

𝑎2 + 2𝑏2 − 2𝑎𝑏 

= 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 2𝑏2 

= (𝑎 − 𝑏)2 + 𝑏2 

(𝑎 − 𝑏)2 ≧ 0，𝑏2 ≧ 0 であるから 

(𝑎 − 𝑏)2 + 𝑏2 ≧ 0 

よって  𝑎2 + 2𝑏2 ≧ 2𝑎𝑏 

等号が成り立つのは，𝑎 − 𝑏 = 0 かつ𝑏 = 0  

すなわち 𝒂 = 𝒃 = 𝟎 のときである。 

 

 

 

(2) 2𝑥2 ≧ 6𝑥𝑦 − 5𝑦2 

2𝑥2 − (6𝑥𝑦 − 5𝑦2) 

= 2𝑥2 − 6𝑥𝑦 + 5𝑦2 

= 2 (𝑥 −
3

2
𝑦)

2

+
𝑦2

2
 

(𝑥 −
3

2
𝑦)

2
≧ 0，

𝑦2

2
≧ 0 であるから 

2 (𝑥 −
3

2
𝑦)

2

+
𝑦2

2
≧ 0 

よって  2𝑥2 ≧ 6𝑥𝑦 − 5𝑦2 

等号が成り立つのは，𝑥 −
3

2
𝑦 = 0 かつ𝑦 = 0  

すなわち 𝒙 = 𝒚 = 𝟎 のときである。 

 

 

 

（教科書 p.52） 

一般に，正の実数 𝑎, 𝑏 に対し 

（⑩  
a+b

2
   ）を（⑪   a と b の相加平均  ）， 

（⑫  √ab   ）を（⑬   𝑎 と 𝑏 の相乗平均  ） 

という。 

 

𝑎 = 6, 𝑏 = 24 のとき 

𝑎 と 𝑏 の相加平均は  
6+24

2
= 15 

𝑎 と 𝑏 の相乗平均は  √6 ⋅ 24 = √144 = 12 

 

 

相加平均と相乗平均の間には，次のような不等式が成り立つ。 

相加平均と相乗平均 

𝒂 > 𝟎, 𝒃 > 𝟎 のとき  
𝒂+𝒃

𝟐
≧ √𝒂𝒃 

等号が成り立つのは，𝑎 = 𝑏 のときである。 

𝑎+𝑏

2
− √𝑎𝑏 =

1

2
{(√𝑎)

2
− 2√𝑎√𝑏 + (√𝑏)

2
} 

=
1

2
(√𝑎 − √𝑏)

2
≧ 0 

よって 

𝑎 + 𝑏

2
≧ √𝑎𝑏 

等号が成り立つのは，√𝑎 − √𝑏 = 0，すなわち 𝑎 = 𝑏 のときである。 

 

注意 上の公式は「𝑎 > 0, 𝑏 > 0」を「𝑎 ≧ 0, 𝑏 ≧ 0」としても成り立つ。 

 

 

𝑎 > 0 のとき，不等式 𝑎 +
1

𝑎
≧ 2 を証明せよ。 

また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

𝑎 + 𝑏 ≧ 2√𝑎𝑏 と変形したものを利用する。 

𝑎 > 0 であるから，𝑎 と 
1

𝑎
 はいずれも正である。 

よって，相加平均と相乗平均の関係より 

𝑎 +
1

𝑎
≧ 2√𝑎 ⋅

1

𝑎
= 2 

が成り立つ。 

等号が成り立つのは，𝑎 =
1

𝑎
，すなわち 𝑎2 = 1 のときで，𝑎 > 0 より，𝑎 = 1 のときである。 

  

問 12 

整式の恒等式 相加平均と相乗平均 

例 ３ 
 

 証明 

11 
 

例題 

 証明 
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𝑎 > 0, 𝑏 > 0 のとき，次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

(1) 𝑎 +
9

𝑎
≧ 6 

𝑎 > 0，
9

𝑎
> 0 であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

𝑎 +
9

𝑎
≧ 2√𝑎 ⋅

9

𝑎
= 6 

等号が成り立つのは，𝑎 =
9

𝑎
，すなわち𝑎2 = 9 のときで，𝑎 > 0 より 𝒂 = 𝟑 のときである。 

 

 

(2) (𝑎 + 𝑏) (
1

𝑎
+

1

𝑏
) ≧ 4 

(𝑎 + 𝑏) (
1

𝑎
+

1

𝑏
) =

𝑏

𝑎
+

𝑎

𝑏
+ 2 

𝑏

𝑎
，

𝑎

𝑏
 はともに正であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

𝑏

𝑎
+

𝑎

𝑏
≧ 2√

𝑏

𝑎
⋅

𝑎

𝑏
= 2 

ゆえに  (𝑎 + 𝑏) (
1

𝑎
+

1

𝑏
) ≧ 2 + 2 = 4 

等号が成り立つのは  
𝑏

𝑎
=

𝑎

𝑏
 

すなわち 𝑎2 = 𝑏2 のときで，𝑎 > 0，𝑏 > 0 より，𝒂 = 𝒃 のときである。 

 

 

 

（教科書 p.53） 

正の数の大小と 2 乗 

𝑨 > 𝟎, 𝑩 > 𝟎 のとき  

𝑨 ≧ 𝑩 ⇔ 𝑨𝟐 ≧ 𝑩𝟐 

 

注意 この性質は，𝐴 ≧ 0, 𝐵 ≧ 0 としても成り立つ。 

 

 

 

𝑎 ≧ 0, 𝑏 ≧ 0 のとき，不等式 √𝑎 + √𝑏 ≧ √𝑎 + 𝑏 を証明せよ。 

また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

両辺の平方の差を考えると 

(√𝑎 + √𝑏)
2

− (√𝑎 + 𝑏)
2

= (𝑎 + 2√𝑎𝑏 + 𝑏) − (𝑎 + 𝑏) 

= 2√𝑎𝑏 ≧ 0 

したがって   (√𝑎 + √𝑏)
2

≧ (√𝑎 + 𝑏)
2
 

√𝑎 + √𝑏 ≧ 0, √𝑎 + 𝑏 ≧ 0 であるから 

√𝑎 + √𝑏 ≧ √𝑎 + 𝑏 

等号が成り立つのは，𝑎𝑏 = 0 のときである。 

 

 

𝑎 > 0 のとき，不等式 √1 + 𝑎 < 1 +
𝑎

2
 を証明せよ。 

両辺の平方の差を考えると 

(1 +
𝑎

2
)

2

− (√1 + 𝑎)
2
 

= 1 + 𝑎 +
𝑎2

4
− (1 + 𝑎) =

𝑎2

4
> 0 

したがって 

(√1 + 𝑎)
2

< (1 +
𝑎

2
)

2

 

√1 + 𝑎 > 0，1 +
𝑎

2
> 0 であるから 

√1 + 𝑎 < 1 +
𝑎

2
 

 

 

  

問 13 

整式の恒等式 平方による比較 

12 
 

例題 

 証明 

問 14 
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不等式 | 𝑎 | + | 𝑏 | ≧ | 𝑎 + 𝑏 | を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

 

両辺の平方の差を考えると 

(| 𝑎 | + | 𝑏 |)2 − | 𝑎 + 𝑏 |2 = | 𝑎 |2 + 2| 𝑎 || 𝑏 | + | 𝑏 |2 − (𝑎 + 𝑏)2 

= 𝑎2 + 2| 𝑎 || 𝑏 | + 𝑏2 − (𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2) 

= 2(| 𝑎𝑏 | − 𝑎𝑏) ≧ 0 

したがって   (| 𝑎 | + | 𝑏 |)2 ≧ | 𝑎 + 𝑏 |2 

| 𝑎 | + | 𝑏 | ≧ 0, | 𝑎 + 𝑏 | ≧ 0 であるから 

| 𝑎 | + | 𝑏 | ≧ | 𝑎 + 𝑏 | 

等号が成り立つのは，| 𝑎𝑏 | = 𝑎𝑏，すなわち 𝑎𝑏 ≧ 0 のときである。 

 

 

不等式 | 𝑎 | + | 𝑏 | ≧ | 𝑎 − 𝑏 | を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

両辺の平方の差を考えると 

(| 𝑎 | + | 𝑏 |)2 − | 𝑎 − 𝑏 |2 

= | 𝑎 |2 + 2| 𝑎 || 𝑏 | + | 𝑏 |2 − (𝑎 − 𝑏)2 

= 𝑎2 + 2| 𝑎 || 𝑏 | + 𝑏2 − (𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2) 

= 2(| 𝑎𝑏 | + 𝑎𝑏) ≧ 0 

したがって  (| 𝑎 | + | 𝑏 |)2 ≧ | 𝑎 − 𝑏 |2 

| 𝑎 | + | 𝑏 | ≧ 0，| 𝑎 − 𝑏 | ≧ 0 であるから 

| 𝑎 | + | 𝑏 | ≧ | 𝑎 − 𝑏 | 

等号が成り立つのは，| 𝑎𝑏 | = −𝑎𝑏，すなわち 𝒂𝒃 ≦ 𝟎 のときである。 

 

〔別解〕教科書 p. 54 応用例題 13 の不等式において，𝑏を (−𝑏) に置き換えると 

| 𝑎 | + | −𝑏 | ≧ | 𝑎 + (−𝑏) | 

よって  | 𝑎 | + | 𝑏 | ≧ | 𝑎 − 𝑏 | 

 

 

 

 

 

 

 

  

13 
例題 
応 用 

 証明 

問 15 



数学 II Advanced １章「方程式・式と証明」                  

10 

問 題 （教科書 p.55） 

２２ 次の等式が 𝑥 についての恒等式となるように，定数 𝑎, 𝑏, 𝑐 の値を定めよ。 

(1) 𝑎(𝑥 − 1)2 + 𝑏(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) + 𝑐(𝑥 + 2)2 = 9 

左辺を整理すると 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑥2 + (−2𝑎 + 𝑏 + 4𝑐)𝑥 + (𝑎 − 2𝑏 + 4𝑐) = 9 

この等式が恒等式となるためには 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 

−2𝑎 + 𝑏 + 4𝑐 = 0 

𝑎 − 2𝑏 + 4𝑐 = 9 

これを解いて  𝒂 = 𝟏，𝒃 = −𝟐，𝒄 = 𝟏 

 

〔別解〕𝑎(𝑥 − 1)2 + 𝑏(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) + 𝑐(𝑥 + 2)2 = 9 

の両辺に，𝑥 = 1，𝑥 = 0，𝑥 = −2 をそれぞれ代入すると 

9𝑐 = 9，𝑎 − 2𝑏 + 4𝑐 = 9，9𝑎 = 9 

よって  𝑎 = 1，𝑏 = −2，𝑐 = 1 

逆に，これらを等式に代入すると，左辺 = 右辺となって，𝑥 についての恒等式となる。 

よって  𝑎 = 1，𝑏 = −2，𝑐 = 1 

 

 

 

 

(2) 
3𝑥+4

𝑥(𝑥2+2)
=

𝑎

𝑥
+

𝑏𝑥+𝑐

𝑥2+2
 

両辺に 𝑥(𝑥2 + 2) を掛けると 

3𝑥 + 4 = 𝑎(𝑥2 + 2) + (𝑏𝑥 + 𝑐)𝑥 

この等式が恒等式であればよい。 

右辺を整理すると 

3𝑥 + 4 = (𝑎 + 𝑏)𝑥2 + 𝑐𝑥 + 2𝑎 

よって  𝑎 + 𝑏 = 0，𝑐 = 3，2𝑎 = 4 

ゆえに  𝒂 = 𝟐，𝒃 = −𝟐，𝒄 = 𝟑 

 

 

 

２３ 次の等式を証明せよ。 

𝑎2(𝑏 − 𝑐) + 𝑏2(𝑐 − 𝑎) + 𝑐2(𝑎 − 𝑏) = 𝑎𝑏(𝑎 − 𝑏) + 𝑏𝑐(𝑏 − 𝑐) + 𝑐𝑎(𝑐 − 𝑎) 

 

 𝑎2(𝑏 − 𝑐) + 𝑏2(𝑐 − 𝑎) + 𝑐2(𝑎 − 𝑏) − {𝑎𝑏(𝑎 − 𝑏) + 𝑏𝑐(𝑏 − 𝑐) + 𝑐𝑎(𝑐 − 𝑎)} 

= 𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑐 + 𝑏2𝑐 − 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑐2 − 𝑏𝑐2 − 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏2 − 𝑏2𝑐 + 𝑏𝑐2 − 𝑎𝑐2 + 𝑎2𝑐 

= 0 

よって 

𝑎2(𝑏 − 𝑐) + 𝑏2(𝑐 − 𝑎) + 𝑐2(𝑎 − 𝑏) 

= 𝑎𝑏(𝑎 − 𝑏) + 𝑏𝑐(𝑏 − 𝑐) + 𝑐𝑎(𝑐 − 𝑎) 

 

 

２４ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 のとき，次の等式を証明せよ。 

𝑎2(𝑏 + 𝑐) + 𝑏2(𝑐 + 𝑎) + 𝑐2(𝑎 + 𝑏) = −3𝑎𝑏𝑐 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 より，𝑐 = −(𝑎 + 𝑏) を代入すると 

𝑎2(𝑏 + 𝑐) + 𝑏2(𝑐 + 𝑎) + 𝑐2(𝑎 + 𝑏) 

= 𝑎2(−𝑎) + 𝑏2(−𝑏) + (𝑎 + 𝑏)3 

= (𝑎 + 𝑏)3 − (𝑎3 + 𝑏3) = 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 − 3𝑎𝑏𝑐 

= −3𝑎𝑏{−(𝑎 + 𝑏)} = 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 

よって 

𝑎2(𝑏 + 𝑐) + 𝑏2(𝑐 + 𝑎) + 𝑐2(𝑎 + 𝑏) = −3𝑎𝑏𝑐 

 

 

２５ 𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
 のとき，次の等式を証明せよ。 

(𝑎 + 𝑏)2

𝑎𝑏
=

(𝑐 + 𝑑)2

𝑐𝑑
 

𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑑
= 𝑘 とおくと  𝑎 = 𝑏𝑘，𝑐 = 𝑑𝑘 

(𝑎 + 𝑏)2

𝑎𝑏
=

(𝑏𝑘 + 𝑏)2

𝑏𝑘 ⋅ 𝑏
=

𝑏2(𝑘 + 1)2

𝑏2 ⋅ 𝑘
=

(𝑘 + 1)2

𝑘
 

(𝑐 + 𝑑)2

𝑐𝑑
=

(𝑑𝑘 + 𝑑)2

𝑑𝑘 ⋅ 𝑑
=

𝑑2(𝑘 + 1)2

𝑑2 ⋅ 𝑘
=

(𝑘 + 1)2

𝑘
 

よって  
(𝑎+𝑏)2

𝑎𝑏
=

(𝑐+𝑑)2

𝑐𝑑
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２６ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 が正の数のとき，次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのような

ときか。 

(1) (𝑎 + 𝑏)(𝑐 + 𝑑) ≧ 4√𝑎𝑏𝑐𝑑 

𝑎，𝑏，𝑐，𝑑 は正の数であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

𝑎 + 𝑏 ≧ 2√𝑎𝑏，𝑐 + 𝑑 ≧ 2√𝑐𝑑 

これらの不等式の辺々はすべて正であるから，辺々を掛け合わせて 

(𝑎 + 𝑏)(𝑐 + 𝑑) ≧ 2√𝑎𝑏 ⋅ 2√𝑐𝑑 = 4√𝑎𝑏𝑐𝑑 

等号が成り立つのは，𝒂 = 𝒃，𝒄 = 𝒅 のときである。 

 

 

(2) (𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎) ≧ 8𝑎𝑏𝑐 

𝑎，𝑏，𝑐 は正の数であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

𝑎 + 𝑏 ≧ 2√𝑎𝑏，𝑏 + 𝑐 ≧ 2√𝑏𝑐， 

𝑐 + 𝑎 ≧ 2√𝑐𝑎 

これらの不等式の辺々はすべて正であるから，辺々を掛け合わせて 

(𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎) ≧ 2√𝑎𝑏 ⋅ 2√𝑏𝑐 ⋅ 2√𝑐𝑎 

= 8𝑎𝑏𝑐 

等号が成り立つのは  𝑎 = 𝑏，𝑏 = 𝑐，𝑐 = 𝑎 

すなわち，𝒂 = 𝒃 = 𝒄 のときである。 

 

 

２７ 次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

(1) 𝑎2 + 𝑏2 ≧ 2(𝑎 + 𝑏 − 1) 

(𝑎2 + 𝑏2) − 2(𝑎 + 𝑏 − 1) 

= (𝑎 − 1)2 + (𝑏 − 1)2 ≧ 0 

よって  𝑎2 + 𝑏2 ≧ 2(𝑎 + 𝑏 − 1) 

等号が成り立つのは，𝒂 = 𝒃 = 𝟏 のときである。 

 

(2) (𝑎2 + 𝑏2)(𝑥2 + 𝑦2) ≧ (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)2 

 (𝑎2 + 𝑏2)(𝑥2 + 𝑦2) − (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)2 

= 𝑎2𝑥2 + 𝑎2𝑦2 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏2𝑦2 − 𝑎2𝑥2 − 2𝑎𝑏𝑥𝑦 − 𝑏2𝑦2 

= 𝑎2𝑦2 − 2𝑎𝑏𝑥𝑦 + 𝑏2𝑥2 

= (𝑎𝑦 − 𝑏𝑥)2 ≧ 0 

よって 

(𝑎2 + 𝑏2)(𝑥2 + 𝑦2) ≧ (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)2 

等号が成り立つのは 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥 = 0 

すなわち，𝒂𝒚 = 𝒃𝒙 のときである。 

 

(参考)コーシー・シュワルツの不等式である。 

(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) ≧ (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧)2 

も成り立つ。 
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２８ 𝑎 ≧ 𝑏 ≧ 0 のとき，不等式 

√𝑎 − √𝑏 ≦ √𝑎 − 𝑏 

を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

両辺の平方の差をとって 

 (√𝑎 − 𝑏)
2

− (√𝑎 − √𝑏)
2
 

= 𝑎 − 𝑏 − (𝑎 − 2√𝑎𝑏 + 𝑏) 

= 2√𝑎𝑏 − 2𝑏 

= 2√𝑏(√𝑎 − √𝑏) 

𝑎 ≧ 𝑏 ≧ 0 より √𝑎 ≧ √𝑏 

すなわち  2√𝑏(√𝑎 − √𝑏) ≧ 0 

よって  (√𝑎 − √𝑏)
2

≦ (√𝑎 − 𝑏)
2
 

√𝑎 − √𝑏 ≧ 0，√𝑎 − 𝑏 ≧ 0 であるから 

√𝑎 − √𝑏 ≦ √𝑎 − 𝑏 

等号が成り立つのは 

√𝑏 = 0  または √𝑎 − √𝑏 = 0 

すなわち，𝒃 = 𝟎 または 𝒂 = 𝒃 のときである。 

 

 

２９ 不等式 | 𝑎 | − | 𝑏 | ≦ | 𝑎 − 𝑏 | を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

(i)| 𝑎 | − | 𝑏 | < 0  のとき 

| 𝑎 − 𝑏 | ≧ 0 より 

| 𝑎 | − | 𝑏 | < | 𝑎 − 𝑏 | 

(ii) | 𝑎 | − | 𝑏 | ≧ 0 のとき 

両辺はいずれも負でないから 

(| 𝑎 | − | 𝑏 |)2 ≦ | 𝑎 − 𝑏 |2 

を示せばよい。 

| 𝑎 − 𝑏 |2 − (| 𝑎 | − | 𝑏 |)2 

= 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 − (𝑎2 − 2| 𝑎 || 𝑏 | + 𝑏2) 

= 2(| 𝑎𝑏 | − 𝑎𝑏) ≧ 0 

(i)，(ii) より  | 𝑎 | − | 𝑏 | ≦ | 𝑎 − 𝑏 | 

等号が成り立つのは 

| 𝑎 | ≧ | 𝑏 |  かつ | 𝑎𝑏 | = 𝑎𝑏 

のときである。 

すなわち，𝒂 ≧ 𝒃 ≧ 𝟎 または 𝒂 ≦ 𝒃 ≦ 𝟎 のときである。 

 

〔別解〕 

教科書 p. 54 の応用例題 13 の不等式において，𝑎 を 𝑎 − 𝑏 に置き換えると 

| 𝑎 − 𝑏 | + | 𝑏 | ≧ | (𝑎 − 𝑏) + 𝑏 | 

| 𝑎 − 𝑏 | + | 𝑏 | ≧ | 𝑎 | 

ゆえに  | 𝑎 − 𝑏 | ≧ | 𝑎 | − | 𝑏 | 

等号が成り立つのは (𝑎 − 𝑏)𝑏 ≧ 0 

すなわち，𝑎 ≧ 𝑏 ≧ 0 または 𝑎 ≦ 𝑏 ≦ 0 のときである。 

 

(参考) 三角不等式 

| 𝑎 | − | 𝑏 | ≦ | 𝑎 + 𝑏 | ≦ | 𝑎 | + | 𝑏 | 

| 𝑎 | − | 𝑏 | ≦ | 𝑎 − 𝑏 | ≦ | 𝑎 | + | 𝑏 | 
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（教科書 p.56） 

計算を次の形式で行う。 

 

この方法を（⑭  組立除法  ）という。 

 

 

次の第 1 式を第 2 式で割り，商と余りを求めよ。 

(1) 𝑥3 − 5𝑥2 + 8𝑥 − 3, 𝑥 − 3 

 

商 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐，余り  𝟑 

 

 

(2) 𝑥4 − 𝑥2 + 3𝑥 − 6, 𝑥 + 2 

 

  

参 考 組立除法 

問 1 
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（教科書 p.57） 

3 次方程式の解と係数の関係 

3 次方程式 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0 の 3 つの解を 𝛼, 𝛽, 𝛾 とすると 

𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = −
𝒃

𝒂
,  𝜶𝜷 + 𝜷𝜸 + 𝜸𝜶 =

𝒄

𝒂
,  𝜶𝜷𝜸 = −

𝒅

𝒂
  

 

 

3 次方程式 𝑥3 − 5𝑥2 + 3𝑥 + 1 = 0 の 3 つの解を 𝛼, 𝛽, 𝛾 とするとき，次の式の値を求めよ。 

(1) 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2     (2) 
1

𝛼
+

1

𝛽
+

1

𝛾
 

3 次方程式の解と係数の関係より 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 5, 𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼 = 3, 𝛼𝛽𝛾 = −1  

(1) 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)2 − 2(𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼) = 52 − 2 ⋅ 3 = 19 

(2) 
1

𝛼
+

1

𝛽
+

1

𝛾
=

𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼

𝛼𝛽𝛾
=

3

−1
= −3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 次方程式 2𝑥3 − 4𝑥2 + 𝑥 − 6 = 0 の 3 つの解を 𝛼, 𝛽, 𝛾 とするとき，次の式の値を求めよ。 

3 次方程式の解と係数の関係より 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 2 

𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼 =
1

2
 

𝛼𝛽𝛾 = 3 

(1) (𝛼 − 1)(𝛽 − 1)(𝛾 − 1) 

= 𝛼𝛽𝛾 − (𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼) + (𝛼 + 𝛽 + 𝛾) − 1 

= 3 −
1

2
+ 2 − 1 =

𝟕

𝟐
 

 

〔別解〕  3 次方程式 2𝑥3 − 4𝑥2 + 𝑥 − 6 = 0の左辺は次のように因数分解できる。 
2(𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)(𝑥 − 𝛾) 

よって 
2(𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)(𝑥 − 𝛾) 

= 2𝑥3 − 4𝑥2 + 𝑥 − 6 
𝑥 = 1 を代入して 

2(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)(1 − 𝛾) 
= 2 ⋅ 13 − 4 ⋅ 12 + 1 − 6 
= −7 

したがって 

(𝛼 − 1)(𝛽 − 1)(𝛾 − 1) =
7

2
 

 

(2) 
1

𝛼𝛽
+

1

𝛽𝛾
+

1

𝛾𝛼
 

1

𝛼𝛽
+

1

𝛽𝛾
+

1

𝛾𝛼
=

𝛼 + 𝛽 + 𝛾

𝛼𝛽𝛾
=

𝟐

𝟑
 

 

発 展 ３次方程式の解と係数の関係 

問 1 

１ 
 

例題 

 解 



数学 II Advanced １章「方程式・式と証明」                  

1 

 

 
（教科書 p.44） 

等式	 	のように，その中の文字にどのような数を代入しても成り立つ等式

を（①  恒等式  ）という。 

 

 

（②  ′ ′ ′	  ）が（③  	 	についての恒等式  ）である 

（④  ⇔ ′, ′, ′   ） 

 

一般に，整式	 , 	について，次のことが成り立つ。 

整式の恒等式 

	が	 	についての恒等式である 

⇔ , 	の同じ次数の項の係数が一致する 

 

 

等式	 1 1 1 1 3 1	が	 	についての恒等式となるように，

定数	 , , 	の値を定めよ。 

等式の左辺を整理すると 

3 1	

この等式が恒等式となるためには 

0   ……① 

3   ……② 

1   ……③ 

①，②，③を連立して	 , , 	の値を求めると 

1, 1, 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

等式	 1 2 2 3 3 1 3 5	が	 	についての恒等式とな

るように，定数	 , , 	の値を定めよ。 

左辺を整理すると 

3 5 4 2 6 3  

3 5 

この等式が恒等式となるためには 

0 

3 5 4 3 

2 6 3 5 

これを解いて  ， ，  

 

〔別解〕 1，2，3	をそれぞれ代入すると 

2 8， 11，2 14	

よって  7， 4， 11 

逆に，これらを等式に代入すると，左辺	 	右辺となって， 	についての恒等式となる。 

したがって  7， 4， 11 

 

 

（教科書 p.4６） 

等式	 	が	 	についての恒等式となるように，定数	 , 	の値を定めよ。 

両辺に	 2 3 1 	を掛けると 

3 8 3 1 2  

右辺を整理すると 

3 8 3 2  

この等式が恒等式となるためには  3 3,  2 8 

これを解いて  	 2,  3 

 

 

  

1 
例題 

４ 節 式と証明 
1 恒等式 

整式の恒等式 

 解 

問１

整式の恒等式 分数式の恒等式 

２
例題

 解
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等式	 	が	 	についての恒等式となるように，定数	 , 	の値を定めよ。 

6 3 2 より 

両辺に	 3 2 	を掛けると 

4 13 2 3  

右辺を整理すると 

4 13 2 3  

この等式が恒等式となるためには 

4， 2 3 13 

これを解いて  ，  

 

 

 

（教科書 p.46） 

等式	 2 2 3 	を示してみよう。 

この式の左辺を変形すると 

2 2 4 4 4 4  

3 3 3  

ゆえに   2 2 3  

 

 

 

等式	 1 3 1 1 3 1 	を証明せよ。 

 

両辺をそれぞれ変形すると 

1 3 1 3 3 1 3 1  

3  

1 3 1 3 3 1 3 1  

3  

ゆえに  1 3 1 1 3 1  

 

 

 

 

 

次の等式を証明せよ。 

(1) 1 3 1 1 3  

両辺をそれぞれ変形すると 

1 3 1 3 1	

1 3 3 1	

ゆえに 

1 3 1 1 3 	

 

 

(2)  

両辺をそれぞれ変形すると 

 

	

 

	

ゆえに 

	

	

(参考)  

 

 

この等式を用いると 

2 3 4 5 23 2 7 22  

 

 

  

問２ 

整式の恒等式 等式の証明 

例 １ 

３ 
例題 

 証明

問３
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（教科書 p.47） 

0	のとき，次の等式を証明せよ。 

2 	

0	という条件から    

これを用いて，証明する等式の両辺を	 , 	で表すと 

2 2 2  

2 2  

ゆえに    2  

 

 

1	のとき，等式	 	を証明せよ。 

1	より， 1 	を右辺に代入すると 

1 1  

1 2 1  

 

ゆえに   

 

 

0	のとき，次の等式を証明せよ。 

2 0 

0より， を左辺に代入すると 

2  

2 2 2  

2 2 2 2 2 2  

0 

ゆえに  2 0 

 

〔別解〕 

2  

0 

 

 

（教科書 p.48） 

	のように，比の値が等しいことを示す式を（⑤  比例式  ）という。 

 

 

	のとき， 	を証明せよ。 

	とおくと  ,  

よって 
1
1

1
1 

1
1

1
1 

ゆえに    

 

  

４ 
例題 

整式の恒等式 条件つきの等式 

 証明

問４ 

問５ 

比例式 

５
例題

 証明
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	のとき， 	を証明せよ。 

とおくと  ，  

よって 

2
2

2
2

2
2 1  

2
2 1 

2
2

2
2

2
2 1  

2
2 1 

ゆえに  
2

2
2

2  

 

(参考) 比例式の性質 

	のとき 

1  ，  

2  ，  

3   

4  	 (加比の理) 

	のとき 

 

 

 

∶ ∶ 	を	 , , 	の（⑥  連比  ）という。 

 

 

∶ ∶ 4 ∶ 3 ∶ 2 ならば 2 ∶ 2 ∶ 5 2 ∶ 1 ∶ 2	であることを証明せよ。 

 

	 0 	とおくと 

4 , 3 , 2 	 	

ゆえに  2 ∶ 2 ∶ 5 10 ∶ 5 ∶ 10  

2 ∶ 1 ∶ 2 

 

 

∶ ∶ 2 ∶ 3 ∶ 4 ならば ∶ ∶ 4 ∶ 9 ∶ 16 であることを証明せよ。 

		 0 	とおくと 

2 ， 3 ， 4  

2	乗すると 

4 ， 9 ， 16  

ゆえに 

∶ ∶ 4 ∶ 9 ∶ 16 4 ∶ 9 ∶ 16 

 

  

問６ 

６
例題

 証明

問７
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（教科書 p.49） 

実数	 , , 	に対して，次の性質が成り立つ。 

不等式の性質 

１ ,  ⟹  

２     ⟹  ,   
３ , 0 ⟹  ,   
４ , 0 ⟹  ,   

 

 

	 ⇔ 0 が成り立つことを，性質２を利用して証明してみよう。 

⟹ の証明 			 	の両辺から	 	を引くと  0 

⟸ の証明 			 0	の両辺に	 	を加えると   

 

 

 

不等式の性質を用いて，次のことを示せ。 

(1) 0, 0 ⟹  0 

0	の両辺に	 		 0 	を掛けて 

⋅ 0 ⋅  

0 

 

(2) 0, 0 ⟹  0 

0	の両辺に	 		 0 	を掛けて 

⋅ 0 ⋅  

0	

 

(3) ,  ⟹   

	の両辺に	 	を加えて 

  ……① 

	の両辺に	 	を加えて 

  ……② 

①，②より 

 

 

一般に，実数	 , 	に対して，次の性質が成り立つ。 

（⑦  , が同符号 ⇔ 0  ） 

（⑧  , が異符号 ⇔ 0  ） 

 

 

1, 1	のとき，次の不等式が成り立つことを示せ。 

1  

1 1 1  

1 1  

1, 1	より， 1 0, 1 0	であるから 

1 1 1 0 

ゆえに    1  

 

 

, 	のとき，次の不等式が成り立つことを示せ。 

 

 

 

ここで， 0， 0	であるから 

	

0 

ゆえに   

 

  

整式の恒等式 不等式の基本性質 

例 ２ 

問８ 

７
例題

 証明

問９

２ 不等式の証明 
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（教科書 p.50） 

0	のとき	 0	であるから，次の性質が成り立つ。 

実数の 2 乗 

実数	 	に対し  ≧  

とくに      ⇔  

 

 

不等式	2 ≧ 	を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

 

2 2 2 2  

2 ≧ 0 

ゆえに    2 ≧  

等号が成り立つのは， 0，すなわち	 	のときである。 

 

 

不等式	5 ≧ 2 	を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

5 2  

4 4  

2 ≧ 0 

ゆえに  5 ≧ 2  

等号が成り立つのは  2 0 

すなわち 	のときである。 

 

 

不等式	 1 	を証明せよ。 

1 1 

1
2

3
4 0 

ゆえに 1  

 

不等式	2 5 4 	を証明せよ。 

2 5 4 2 1 3 0 

ゆえに  2 5 4  

 

 

実数	 , 	に対して， ≧ 0, ≧ 0	であるから 

（⑨  ≧ 0  ） 

が成り立つ。ここで，等号が成り立つのは， 0	かつ	 0，すなわち	 0	のときであ

る。 

 

 

不等式	 ≧ 	を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

 

≧ 0, ≧ 0	であるから 

2
3
4 ≧ 0 

よって       ≧  

等号が成り立つのは， 0	かつ	 0，すなわち	 0	のときである。 

 

  

 証明

整式の恒等式 実数の 2 乗と不等式 

８ 
例題 

 証明

問 10

９ 
例題 

 証明

問 11

10
例題
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次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

(1) 2 ≧ 2  

2 2  

2 2  

 

≧ 0， ≧ 0	であるから 

≧ 0 

よって  2 ≧ 2  

等号が成り立つのは， 0	かつ 0	 

すなわち	 	のときである。 

 

 

 

(2) 2 ≧ 6 5  

2 6 5  

2 6 5  

2
3
2 2

 

≧ 0， ≧ 0	であるから 

2
3
2 2 ≧ 0 

よって  2 ≧ 6 5  

等号が成り立つのは， 0	かつ 0	 

すなわち	 	のときである。 

 

 

 

（教科書 p.52） 

一般に，正の実数	 , 	に対し 

（⑩  	  ）を（⑪  	a	と	b	の相加平均  ）， 

（⑫  √ab	  ）を（⑬  	 	と	 	の相乗平均  ） 

という。 

 

6, 24	のとき 

	と	 	の相加平均は 	 15 

	と	 	の相乗平均は 	√6 ⋅ 24 √144 12 

 

 

相加平均と相乗平均の間には，次のような不等式が成り立つ。 

相加平均と相乗平均 

, のとき  ≧ √  

等号が成り立つのは， のときである。 

√ √ 2√ √ √  

1
2 √ √ ≧ 0 

よって 

2 ≧ √  

等号が成り立つのは，√ √ 0，すなわち	 	のときである。 

 

注意 上の公式は「 0, 0」を「 ≧ 0, ≧ 0」としても成り立つ。 

 

 

0	のとき，不等式	 ≧ 2	を証明せよ。 

また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

≧ 2√ 	と変形したものを利用する。 

0	であるから， 	と	 	はいずれも正である。 

よって，相加平均と相乗平均の関係より 

1
≧ 2 ⋅

1
2 

が成り立つ。 

等号が成り立つのは， ，すなわち	 1	のときで， 0	より， 1	のときである。 

  

問 12

整式の恒等式 相加平均と相乗平均 

例 ３

 証明

11
例題

 証明



数学 II Advanced １章「方程式・式と証明」                  

8 

0, 0	のとき，次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

(1) ≧ 6 

0， 0	であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

9
≧ 2 ⋅

9
6	

等号が成り立つのは， ，すなわち 9	のときで， 0	より	 	のときである。 

 

 

(2) ≧ 4 

1 1
2 

， 	はともに正であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

≧ 2 ⋅ 2 

ゆえに  ≧ 2 2 4 

等号が成り立つのは   

すなわち	 	のときで， 0， 0	より， 	のときである。 

 

 

 

（教科書 p.53） 

正の数の大小と 2 乗 

, 	のとき  

≧  ⇔ ≧  

 

注意 この性質は， ≧ 0, ≧ 0	としても成り立つ。 

 

 

 

≧ 0, ≧ 0	のとき，不等式	√ √ ≧ √ 	を証明せよ。 

また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

両辺の平方の差を考えると 

√ √ √ 2√  

2√ ≧ 0 

したがって   √ √ ≧ √  

√ √ ≧ 0, √ ≧ 0	であるから 

√ √ ≧ √  

等号が成り立つのは， 0	のときである。 

 

 

0	のとき，不等式	√1 1 	を証明せよ。 

両辺の平方の差を考えると 

1 2 √1  

1 4 1 4 0 

したがって 

√1 1 2
 

√1 0，1 0	であるから 

√1 1 2 

 

 

  

問 13

整式の恒等式 平方による比較 

12
例題

 証明

問 14
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不等式	|	 	| |	 	| ≧ |	 	|	を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

 

両辺の平方の差を考えると 

|	 	| |	 	| |	 	| |	 	| 2|	 	||	 	| |	 	|  

2|	 	||	 	| 2  

2 |	 	| ≧ 0 

したがって   |	 	| |	 	| ≧ |	 	|  

|	 	| |	 	| ≧ 0, |	 	| ≧ 0	であるから 

|	 	| |	 	| ≧ |	 	| 

等号が成り立つのは，|	 	| ，すなわち	 ≧ 0	のときである。 

 

 

不等式	|	 	| |	 	| ≧ |	 	|	を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

両辺の平方の差を考えると 

|	 	| |	 	| |	 	|  

|	 	| 2|	 	||	 	| |	 	|  

2|	 	||	 	| 2  

2 |	 	| ≧ 0 

したがって  |	 	| |	 	| ≧ |	 	|  

|	 	| |	 	| ≧ 0，|	 	| ≧ 0	であるから 

|	 	| |	 	| ≧ |	 	| 

等号が成り立つのは，|	 	| ，すなわち	 ≦ 	のときである。 

 

〔別解〕教科書	p. 54	応用例題	13	の不等式において， を	 	に置き換えると 

|	 	| |	 	| ≧ |	 	|	

よって  |	 	| |	 	| ≧ |	 	| 

 

 

 

 

 

 

 

  

13 
例題 
応 用 

 証明

問 15
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問 題 （教科書 p.55） 

２２ 次の等式が	 	についての恒等式となるように，定数	 , , 	の値を定めよ。 

(1) 1 1 2 2 9 

左辺を整理すると	

2 4 2 4 9 

この等式が恒等式となるためには 

0	

2 4 0	

2 4 9	

これを解いて  ， ，  

 

〔別解〕 1 1 2 2 9 

の両辺に， 1， 0， 2	をそれぞれ代入すると 

9 9， 2 4 9，9 9	

よって  1， 2， 1 

逆に，これらを等式に代入すると，左辺	 	右辺となって， 	についての恒等式となる。 

よって  1， 2， 1 

 

 

 

 

(2)  

両辺に	 2 	を掛けると 

3 4 2 	

この等式が恒等式であればよい。 

右辺を整理すると 

3 4 2 	

よって  0， 3，2 4 

ゆえに  ， ，  

 

 

 

２３ 次の等式を証明せよ。 

 

 

  

 

0 

よって 

 

 

 

 

２４ 0	のとき，次の等式を証明せよ。 

3  

0	より， 	を代入すると 

 

 

3 3 3  

3 3 3  

よって 

3  

 

 

２５ 	のとき，次の等式を証明せよ。 

 

	とおくと  ，  

⋅
1

⋅
1

 

⋅
1

⋅
1

 

よって   
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２６ , , , 	が正の数のとき，次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのような

ときか。 

(1) ≧ 4√  

， ， ， 	は正の数であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

≧ 2√ ， ≧ 2√ 	

これらの不等式の辺々はすべて正であるから，辺々を掛け合わせて 

≧ 2√ ⋅ 2√ 4√ 	

等号が成り立つのは， ， 	のときである。 

 

 

(2) ≧ 8  

， ， 	は正の数であるから，相加平均と相乗平均の関係より 

≧ 2√ ， ≧ 2√ ，	

≧ 2√ 	

これらの不等式の辺々はすべて正であるから，辺々を掛け合わせて 

≧ 2√ ⋅ 2√ ⋅ 2√ 	

8  

等号が成り立つのは  ， ，  

すなわち， 	のときである。 

 

 

２７ 次の不等式を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

(1) ≧ 2 1  

2 1  

1 1 ≧ 0 

よって  ≧ 2 1  

等号が成り立つのは， 	のときである。 

 

(2) ≧  

  

2  

2  

≧ 0 

よって 

≧ 	

等号が成り立つのは 0 

すなわち， 	のときである。 

 

(参考)コーシー・シュワルツの不等式である。 

≧ 	

も成り立つ。 
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２８ ≧ ≧ 0	のとき，不等式 

√ √ ≦ √  

を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

両辺の平方の差をとって 

 √ √ √  

2√  

2√ 2  

2√ √ √  

≧ ≧ 0	より √ ≧ √  

すなわち  2√ √ √ ≧ 0 

よって  √ √ ≦ √  

√ √ ≧ 0，√ ≧ 0	であるから 

√ √ ≦ √  

等号が成り立つのは 

√ 0	 または √ √ 0 

すなわち， 	または	 	のときである。 

 

 

２９ 不等式	|	 	| |	 	| ≦ |	 	|	を証明せよ。また，等号が成り立つのはどのようなときか。 

i |	 	| |	 	| 0	 のとき 

|	 	| ≧ 0	より 

|	 	| |	 	| |	 	| 

ii  |	 	| |	 	| ≧ 0	のとき 

両辺はいずれも負でないから 

|	 	| |	 	| ≦ |	 	|  

を示せばよい。 

|	 	| |	 	| |	 	|  

2 2|	 	||	 	|  

2 |	 	| ≧ 0 

i ， ii 	より  |	 	| |	 	| ≦ |	 	| 
等号が成り立つのは 

|	 	| ≧ |	 	|	 かつ |	 	|  

のときである。 

すなわち， ≧ ≧ 	または	 ≦ ≦ 	のときである。 

 

〔別解〕 

教科書	p. 54	の応用例題	13	の不等式において， 	を	 	に置き換えると 

|	 	| |	 	| ≧ |	 	| 
|	 	| |	 	| ≧ |	 	| 

ゆえに  |	 	| ≧ |	 	| |	 	| 

等号が成り立つのは ≧ 0 

すなわち， ≧ ≧ 0	または	 ≦ ≦ 0	のときである。 

 

(参考) 三角不等式 

|	 	| |	 	| ≦ |	 	| ≦ |	 	| |	 	| 
|	 	| |	 	| ≦ |	 	| ≦ |	 	| |	 	| 
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（教科書 p.56） 

計算を次の形式で行う。 

 

この方法を（⑭  組立除法  ）という。 

 

 

次の第	1	式を第	2	式で割り，商と余りを求めよ。 

(1) 5 8 3, 3 

 

商 ，余り 	  

 

 

(2) 3 6, 2 

 

商 ，余り 	  

 

 

 

 

  

参 考 組立除法 

問 1 
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（教科書 p.57） 

3 次方程式の解と係数の関係 

3	次方程式	 0	の	3	つの解を , , とすると 

,  ,    

 

 

3	次方程式	 5 3 1 0	の	3	つの解を	 , , 	とするとき，次の式の値を求めよ。 

(1)      (2)  

3	次方程式の解と係数の関係より 

5, 3, 1  

(1) 2 5 2 ⋅ 3 19 

(2) 
1 1 1 3

1 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3	次方程式	2 4 6 0	の	3	つの解を	 , , 	とするとき，次の式の値を求めよ。 

3	次方程式の解と係数の関係より 

2	

1
2
	

3	

(1) 1 1 1  

1 

3
1
2 2 1  

 

〔別解〕		3	次方程式	2 4 6 0の左辺は次のように因数分解できる。 
2  

よって 

2  
2 4 6 
1	を代入して 

2 1 1 1  
2 ⋅ 1 4 ⋅ 1 1 6 
7 

したがって 

1 1 1
7
2
 

 

(2)  

1 1 1
 

 

発 展 ３次方程式の解と係数の関係 

問 1

１ 
例題 

 解 
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